Equazioni goniometriche

Teoria ed esempi

Equazioni goniometriche elementari (I tipo)

Un’equazione goniometrica elementare nella funzione seno & un’equazione del tipo:

sinx=n
Soluzione Rappresentazione grafica
Y
La retta di equazione Y = n interseca la T
circonferenza goniometrica nei due punti Be C C/ ’ \\B o
corrispondenti agliangoli: « e m—«. T+ a
[ 6" A X
- , . . |1 e
Le soluzioni dell’equazione sinx =n
con —1<n<+1 sono:
x=a+2kn V x=(m—-a)+2kmn P 4

Si conviene di considerare come angolo soluzione a quello appartenente all intervallo [—

nn]
2’2
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Esempio 1

V2

sinx = —
2
Soluzione
Y
v 2
C B Y=
L’angolo a € [—g,g] 135°
tale che sina = g e : |45° A "
o 450 H H
a= i
x—z+2kn \Y x—(n—z)+2kn
T4 B 4
Pertanto tutte le soluzioni dell’equazione sono: Ossia
T2k v ox=T 42k
X = 2 I 4 X = 2 y[4
Esempio 2
. 1
sinx =——
2
Soluzione
hE

L’angolo a € [—g,g]

tale che sina = —% e HIA X
a=-z= y -
C B

Pertanto tutte le soluzioni dell’equazione sono:  Ossia

Esempio 3

.3
sinx =3

Soluzione

L’equazione e impossibile perché

¢ [—-1,1].
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Esempio 4
2

sinx =—
5

Soluzione

2, . .
1l valore S di sinx non é un valore noto.

In questo caso per trovare [’angolo « si utilizza
la funzione arcsinn .

L’angolo a € [—%,g]

tale che sina == é

Ul N

2
a= arcsing = 0,41 rad = 23,57°

Pertanto tutte le soluzioni dell’equazione sono:

Utilizzando una calcolatrice scientifica é possibile

. . . .2
ricavare un valore approssimato di arcsin PR
Esempio 5

sinx=1

Soluzione

L’angolo a € [—E,E]

2’2
taleche sina=1 e
_TI:_900
a—Z—

Pertanto tutte le soluzioni dell’equazione sono:

158° 1=

23 \A X

2 2
X = arcsing +2kmr VvV x= (n — arcsing) + 2km

x=0,41+ 2km

V. x=273+2kn

A X

501
)
|

T
x=—+2km

Matematica
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Esempio 6
sinx=-1

Soluzione

L’angolo a € [—%,g]

tale che sina=-1 ¢
J— T[ p— 900
a= 5 =

Pertanto tutte le soluzioni dell equazione sono:

Esempio 7
sinx=20
Soluzione
L’angolo a € [—%,g]
tale che sina=-1 ¢

a=0

Pertanto tutte le soluzioni dell equazione sono:

-904

T r2k
xX=—-= n
2

%
180°
y—0 C Ak, BlA
0° H
x=0+2knr V x=[n—-0]+2kn

Ossia

x=km

Matematica
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Esempio 8

2sin (x—g)—1=0

Soluzione
. T 1
Trasformiamo [’equazione in forma canonica sin (x - 5) =3
Y
/ /ﬂ—-"’_"‘"-\
L’angoloae[—z,z] C B Y=3
2 2 7 1500__
tale che sina = % é ,’f 3° |la x
. |H HT
a=z= 30° \
X /
g /
~ -.,_.__,,_.-//
=242k L P
x_§_€+ T \% x—g—[n—g]+ T
Pertanto tutte le soluzioni dell’equazione sono: Ossia
1[4 7
x=E+2kn \% x=g1t+2k1r
Esempio 9
[2sin3x|—-1=0
Soluzione
1
2s5in 3x = +1 sin3x =+ >
Esplicitiamo il valore assoluto: |2sin 3x| =1 1
2sin3x = —1 sin3x = -3
, T ,
L angolo a € [—5»;] L’angolo a € [—g,%]
tale che sina =% e tale che sina = —% e
T T
= —=3(0° = ——=-30°
a 6 a G 30
3x = =+ 2k 3x = [ — =] + 2k 3x = —— + 2k 3x = )+ 2k
x—g+ T \ x—[ﬂ—g]+ /4 x——g+ /4 \ x—[rt—(—g)]+ /4
L - Tl v x=lns+lk
*T187 3™ ¥ T3 *TT18T 3" *=18" T3
/4 /4
Tutte le soluzioni dell’equazione sono sintetizzate in: x = + 18 +k 3
Soluzioni al variare dik di x = +1—7:3 + kg
k -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
x -350 -290 -230 -170 -110 -50 10 70 130 190 250 310
— . S e T m
Soluzioni al variare dik di x = T k 3
k -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
x -310 -250 -190 -130 =70 -10 50 110 170 230 290 350
www.mimmocorrado.it 5
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Un’equazione goniometrica elementare nella funzione coseno & un’equazione del tipo:

cosx=n

Soluzione Rappresentazione grafica

Y

La retta di equazione X = n interseca la
circonferenza goniometrica nei due punti Be C
corrispondenti agliangoli: « e —a.

=4y

—

Le soluzioni dell’equazione cosx =n
con —-1<n<+1 sono:

x=ta+2kmn

o

|

e
o~—I —w

Si conviene di considerare come angolo soluzione a quello appartenente all ’intervallo [0, 1]
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Esempio 1

1
COS X = —
2
Soluzione
3
B
L’angolo a € [0, ]
tale che cos a = 1 e 60" a
2 4 L
T | QO H
a=—= 600 \ 260° [
3 /
\ C
T
Pertanto tutte le soluzioni dell’equazione sono: x== 3 + 2km
Esempio 2
V3
COS X = ——
Soluzione
X =¥
L’angolo a € [0, ] B
tale che cosa = —g e
=T 1500 \["
a=-= \
c
5w
Pertanto tutte le soluzioni dell’ equazione sono: x=4 o + 2km
Esempio 3
4
COS X = —
3
Soluzione

4
L’equazione ¢ impossibile  perché 3 ¢ [—1,1].
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Esempio 4
cosx=0,7

Soluzione

Il valore 0,7 di cos x non é un valore noto.

In questo caso per trovare [’angolo « si utilizza
la funzione arccosn .

45.6°

L’angolo a € [0, ]

tale che cosa =0,7 ¢
a = arccos 0,7 = 0,80 rad = 45,6°

Pertanto tutte le soluzioni dell’equazione sono: x =tarccos0,7 + 2km

Qtlllzzando una calcolatrlc? sczentg‘ica e possibile x = +0, 80 + 2km
ricavare un valore approssimato di arccos 0,7 .

Esempio 5

cosx=1

Soluzione

L’angolo a € [0, ]

taleche cosa=1 ¢

-45,6°

a=0

Pertanto tutte le soluzioni dell’equazione sono: x =2km

) LL
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Esempio 6

cosx=-1
Soluzione
. Y
X =-1
L’angolo a € [0, ] 18
tale che cosa =—-1 ¢é B 4
ClH
a =1 =180° \
-18
Pertanto tutte le soluzioni dell’equazione sono: x=m+2km
Esempio 7
cosx=0
Soluzione
Y
X|=0
B
L’angolo a € [0, ]
tale che cosa=0 é
50° A
T
a=2=90 !-soo
C
11
Pertanto tutte le soluzioni dell’equazione sono: x== 7 + 2km
Le soluzioni possono essere espresse dalla formula = T + ke
piu sintetica: 2
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Esempio 8
2(cos2x+3)—3 =3(1—-cos 2x)

Soluzione

Trasformiamo [’equazione in forma canonica:

L’angolo a € [0, ]

taleche cosa=0 e
_T[_900
a—z—

Tutte le soluzioni dell equazione
sono sintetizzate in:

2cos 2x+ 6 —3 =3 —3cos 2x
5cos2x =0
cos2x =0

Oppure, come si evince
dal grafico, si ha:

=+—+k
x=%+—
) T

Matematica
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Un’equazione goniometrica elementare nella funzione tangente € un’equazione del tipo:

Soluzione

La retta di equazione Y = nX interseca la
circonferenza goniometrica nei due puntiB e C
corrispondenti agliangoli: « e m+ .

Le soluzioni dell’equazione tanx =n
con n€R sono:

x=a+kn

tanx =n

Rappresentazione grafica

¥
T
T +Hox n
\ ﬂ 4\ A
c
/ : —
¥ —_— |'I_\

Matematica
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Esempio 1

tanx=\/§

Soluzione

L’angolo a € [—%,g]

tale che tanx =+3 ¢é

_1-[_600
a=z=

Pertanto tutte le soluzioni dell’equazione sono:

Esempio 2

3

tanx = —

Soluzione

L’angolo a € [—%,g]

tale che tanx = —g é
J— T[ p— 300
a= c =

Pertanto tutte le soluzioni dell’equazione sono:

B
V3
240°
60°
(0] A
|
C
Y=+v3X
Ay
x=—+km
3
Y
C
150°
\ )
30°
V3
ERaT
3
O .
Ay
x=——+kn
6

Matematica
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Esempio 3
tanx =2

Soluzione

L’angolo a € [—%,g]
tale che tanx =2 ¢

a=arctan2 = 1,11 rad = 63,4°

Pertanto tutte le soluzioni dell’equazione sono:

Utilizzando una calcolatrice scientifica é possibile

ricavare un valore approssimato di arctan 2 .

Esempio 4

tanx =0

Soluzione

L’angolo a € [—%,g]
tale che tanx =0 ¢

a=0

Pertanto tutte le soluzioni dell’equazione sono:

f

.
)

x =arctan2 + km

x=111+kr

¥Y=1

x=kn

Matematica
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Esempio 5
V(4
3tan (x+6)—\/§= 0

Soluzione

Trasformiamo [’equazione in forma canonica:

L’angolo a € [—%,g]

V3
3

tale che tanx = é

_T[_300
a—6—

Pertanto tutte le soluzioni dell’equazione sono:

00

+o=T4k
X 9_6 T

ossia

—n+k
x=qgtkm

Matematica
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Equazioni goniometriche elementari (Il tipo)

Le equazioni goniometriche elementari del Il tipo sono:

sin f(x) = sing(x)

cos f(x) = cos g(x)

Le soluzioni sono riassunte nel seguente schema.

tan f(x) = tan g(x)

Equazione

Soluzione
(in radianti)

sin f(x) = sing(x)

fx)=g(x) +2km

v f®)=[r-gX)]+2kn

cos f(x) = cos g(x)

f) =tgx) +2km

tan f(x) = tan g(x)

fx)=gx)+kn

f(x)¢g+k7r A g(x)¢g+k7t

Altri tipi di equazioni goniometriche elementari (1l tipo)

sin f(x) = —sing(x)

e equivalente a

sin f(x) = sin[—g(x)]

cos f(x) = —cos g(x)

e equivalente a

cos f(x) = cos[m — g(x)]

sin f(x) = cos g(x)

e equivalente a

sin f(x) = sin [g — g(x)]

sin f(x) = —cos g(x)

e equivalente a

T
sin f(x) = sin [— 3 + g(x)]

tan f(x) = —tan g(x)

e equivalente a

tan f(x) = tan[—g(x)]

Matematica
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Esempio 1

sin (Zx + E) = sin (Sx + g)

5
Soluzione
fG)=g()+2km v fe) =[mr—gQ)]+2kn
ossia
T 7'[ T T
(2x+—)=5x+—+2kn v (2x+—)=[rt—(5x+—)]+2kn
L’uguaglianza si verifica quando: 5 T 7_2[ 5 . - 2
2x—5x=—§+5+2kn v 2x+5x=—§+n—5+2kn
3x =0 4 2k v 7=y
*=10 T *=70 n
/4
Le soluzioni dell equazione sono: =——4— =— —
Z quaz X 10+3k1‘[ \% X 701r+7k1t

Esempio 2

cos <5x - ;") = coS (3x + %)

Soluzione

f(x)=+gx)+2kmn \%
ossia

(5 2 )—+(3 +70) 4 2k
x 37'[ = x 2 T
L’ uguaglianza si verifica quando: 2 T

sHas fica q 5x—3x=§n+z+2k7r

fx)=—gx)+2kn
\% (5x—§n)=—(3x+%)+2kn

Vo Sx43v=n—T4ok
X x—37T 4 T

Matematica www.mimmocorrado.it
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Esempio 3

tan (3x + ;) = tan (4x - g)

Soluzione
fx)=+gx) +km con  f)#EZHkn A glx) #EZ+kn
ossia
(3x+E)—+(4x—E)+kT[ con 3x+ziz+kn A 4x—z¢z+kn
7 8 7 2 8 2
L’uguaglianza si . mom i T T T T
verifica quando: 3x—4x——7—§+ i con 3x¢—7+§+kn A 4x¢§+5+kn
15 3x # ° +k A 4x #+ > +k
—x_—%n:+kr[ con 3x 1471 T X 8n T
15 gkl A xt kD
x—%ﬂ+kn con x 427r 3 X 327'[ 7
Le soluzioni .. s
dell’equazione sono: X = En + k1 Soluzioni accettabili
Esempio 4
(2 3) = -sin (330
sin X——=)=—8SIn |—TT — 5X
8 4
Soluzione
Ricordando che: sinf(x) = —sing(x) ¢ equivalente a sin f(x) = sin[—g(x)]
sin (Zx - E) =sin [— <§rr - 3x)]
8/ 4
si ottiene:

sin (Zx - g) = sin (3x - %n)

fx)=gx)+2kmn v f)=[m—-—g)]+2kn
ossia
8 3 8 3
(2x——)=(3x——n)+2kﬂ \% (2x——)=[n—(3x——n)]+2kﬂ
L’uguaglianza si verifica quando: 8 3 4 8 3 4
Vi T
2x—3x=§—zrr+2krr \% 2x+3x=§+rr+zn+2kﬂ
5 15
—x=—-n+2knm \Y% Sx=—mn+2knm
6 8
o , . 5 3 2km
Le soluzioni dell’equazione sono: x = gr[ + 2km \% X = 51'[ + =

Matematica www.mimmocorrado.it 17




Esempio 5

(45~ 5m) = ~cos (3x+ )
cos X 51'[ = —CoSs X 51'[

Soluzione

Ricordando che: cos f(x) = —cos g(x)

sin(t5 - 2n) = os [ — (324 2]

Si ottiene: . 2 T
sin (4x — ET[) = cos (g — Bx)
f(x)=+gx)+2kmn
ossia
2 T
<4x—§n> = (E—Sx) +2km

L’uguaglianza si verifica quando:

bct3x=2n+ "4 2k
X x—57T 5 T

3
7x=§r[+2k7t

Le soluzioni dell ’equazione sono: x = in; + 2k_1't v
35 7
Esempio 6
T [
cos (Zx - E) = —cos (x + E)
Soluzione

Ricordando che: cos f(x) = —cos g(x)

cos (Zx—z)=cos [n_(x+f

5 2
si ottiene: T T
cos (2x — E) = cos (E — x)
fx)=+gx)+2kmn %
ossia

2x—z=+(z—x)+2k7r \Y

L’uguaglianza si verifica quando:

Le soluzioni dell equazione sono:  x

Matematica www.mimmocorrado.it

e equivalente a

e equivalente a

+2km \Y

cos f(x) = cos[mt — g(x)]

v fx)=—gx)+2kn

\% (4x—gn)=—(z—3x)+2kn

5 5
v dx—3r=2n-"1ok
X X—STI.' 5 T
v =2 ok
X—g T
T
x=—+4+2km

5

cos f(x) = cos[mt — g(x)]

fx)=—gx)+2kn

2x—g=—(g—x)+2k7r

2 =k
X x—5 2 T

3
x=——mw+2km

10

3
= — 2
x 101t+ kn

18



Esempio 7

. vi4
sin4x = cos (Z — Zx)
Soluzione

Ricordando che:

Si ottiene:

L’uguaglianza si verifica quando:

Le soluzioni dell’equazione sono:

Esempio 8

sin (4x —l) = —cos (

10

Soluzione

Ricordando che:

si ottiene:

L’uguaglianza si verifica
quando:

Le soluzioni dell ’equazione
SOno:

Matematica

sin f(x) = cos g(x) é equivalente a

sin f(x) = —cos g(x) é equivalente a

ﬂn@x—£)=ﬂnkg+(ﬁ+zﬂ

10 5
. n . 3
sin (4x—E) = sin <3x _En>
f(x)=gx)+2kn \%
ossia
T 3
(4x—ﬁ)=<3x—mn>+2kn \%
T 3
4x—3x=E—En+2kn \%
T
x=—§+2krr \Y
1[4 1[4
x=—§+2k1r Y x=§+2k—

www.mimmocorrado.it

sin f(x) = sin E — g(x)]

] o T

sindx = sin [E — (Z — Zx)]

. — . 7T
sindx = sin (Z + Zx)
f(x)=gx)+2kn \Y; f)=[rt—gk)]+2kn
ossia
4x=(z+2x)+2krt Y, 4x=[rt—(z+2x)]+2krr

4 4
T T
4x—2x=Z+2krr Vv 4x+2x=1‘r—z+2krt
T 3
2x =—+4+2km Y 6x=-m+2km
4 4

=Zn+k v =2 ke
X = 8” y14 X = 3 3
Oppure in maniera piu sintetica:

=Tk
=873

3 +n)
x —

5

sinf(x) = sin [_% + g(x)]

fG) =[m—g()]+2km

(4x—1”—0)= [n—(?’x—%n)]+2kn

T 3
4x+3x—E+n+En+2k7T

7
7x=§1'[+2k11

19



Esempio 9

tan (33 + 22
an X 3671.'

Soluzione

Ricordando che:

Si ottiene:

L’uguaglianza si
verifica quando:

Le soluzioni
dell’equazione
sono:

)= ~tan (25 gem)
= an X 3671.'

tan f(x) = —tan g(x) é equivalente a tan f(x) = tan[—g(x)]
tan (3x + E7r) =tan [— (Zx - i71)]
36 36

tan (3x + 3om) = tan (5o — 2x)
an (3x + oo m | = tan | o=m — 2x

f)=gx)+kn con f(x)¢g+k7r A g(x)¢g+k7r
ossia

13 5 13 T 5
<3x+—n)=(—ﬂ—2x)+kn con 3x+—m#*#=—4+kmr AN —mw-—2x

36 376r 36 2 36
:/:E‘Fkﬂ
A2 ot Stk et on Tk A 2
X X = 36” 36” T con X 36” > T X
S Tk
¢367T > T
5x = 2 + k 3 > +k AN 2 13 +k
X = 911 T con x¢36n T X # 36” T
_ 2 +kT[ 5 +kn N 13 +kn
x = 4511 c con x¢108n 3 X+ 72n >
= 2 + kn Soluzioni accettabili
Y=745" T G

Matematica
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Equazioni riconducibili a equazioni elementari

Alcune equazioni possono essere ricondotte a equazioni elementari mediante una sostituzione.

Esempio 1
4cos’x —4V3cosx+3 =0

Soluzione

Poniamo cosx = z 472 —-4324+3=0

A (b\?
_=<_) —ac= (—2\/?)2—4'3=12—12=0

Risolviamo 4 Z
l’equazione: _b_ /A
2747 2v3 V3
Z = = = —
12 a 4 2
Sostituiamo cOSX = Z  cosx = \/_§
2

Le soluzioni n

x=*—-+2k
dell’equazione sono: ~6 i
Esempio 2
2sin’x + sinx=0
Soluzione
Poniamo sinx = z 2z2+z=0

z=0
Risolviamo z=0
. = 1

l’equazione: z:(22+1) =0 2z+1=0 z= —3

sinx =0 x = kn
Sostituiamo sinx = z siny = —— T .

2 x=—g+2krc \Y% x=[rt—(—g)]+2kn

Le soluzioni I3 7
dell’equazione sono: x=kr vV x=- 6 +2km vioox= gn + 2k

Matematica www.mimmocorrado.it




Esempio 3

tan’x — (1+V3)tanx+V3 =0

Soluzione

Poniamo tanx = z

Risolviamo
l’equazione:

Sostituiamo tanx = z

Le soluzioni
dell’equazione sono:

Esempio 4

22— (1++V3)z+V3=0

A= b2—4ac = [-(1+V3)] =4-1-V3 = 143+2/3-4/3 =

= 1+43-2v3 = (1-v3)’
1+V3-(1-V3) _2V3

_bIVA 1+V37F /(1—\/5)2 2 2

2cos’x—3cosx+1—2 sin’x=0

Soluzione
Sostituiamo:

Semplifichiamo
l’equazione:

Poniamo cosx =z

Risolviamo
l’equazione:

Sostituiamo cosx = z

Le soluzioni
dell’equazione sono:

Matematica

’ 2a 2-1

1+V3+(1-+v3) 2

2 )
T

tanx = V3 x=§+kn
tanx = 1 x =_+km
=Zikr v x=—+k
x=g+kn x=g+kn
sin?x =1—cos?x - 2cos?x—3cosx+1—2-(1—cos?x)=0

2cos®?x—3cosx+1—2+2cos?x=0

4cos’?x—3cosx—1=0
472 -3z—-1=0
A= b?>—4ac = 9-4-4-(-1) = 9+16 = 25

3-5 -2 1
-bFVA  3FV25 8 8 4
Zl,2= = - =
2a 24 345 _ 8 _
8 8
_ ! _ ( 1)+2k
COS X = Z X = T arccos 2 T
cosx = +1 x =0+ 2kn

1
x =2km V x = tarccos (— Z) + 2km

www.mimmocorrado.it
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Esempio 5

T 2
sin(x—g)+ cos (x+§1t>+0052x= 0

Soluzione

Utilizziamo le formule sin(a — B) = sina cos B — cos a sin B
di addizione,

soltrazione e cos(a + B) = cosacosf —sinasinf

duplicazione: cos2a = cos? a — sin*a
Effettuiamo le . & T 2 : 2 2 m2x =0
sostituzioni- Sin X oS = = COSX SN =+ €S X COS 3T — sinX sing 7 + cos®x — sin® x =

V3 1 1 V3 . 5 L,

—sinx —=cosx —=cosx ——sinx + cos?x —sin*x =0

2 2 2 2

—cosx + cos?x —sin?x =0
Sostitui N

gjnlzbza;nci Ccos?y TCOSXF cos?x — (1 —cos?x) =0

Semplifichiamo —cosx +cos?x—1+cos?x=0
I"equazione: +2cos?x —cosx—1=0
Poniamo cosx = z 2z2—-2z—-1=0

A= b2—4ac = 1—-4:2-(-1) = 1+8 = 9

1-3 -2 1
Risolviamo “bFVE 1F8 4 4 2
l’equazione: Zi, = = =
' 2a 22 143 4
—t -2 =
4 4
1 2

cosx = -5 x=4+-m+2kn
Sostituiamo cos x = z 3

cosx =+1 x=0+2knm

Le soluzioni

2
dell’equazione sono: ~ * = 2km vV x=4% 3" 2k

Matematica www.mimmocorrado.it




Esempio 6

X
sinx +\/§sin2 =0

Soluzione

Soluzione

Utilizziamo la formula

. .. sin2x = 2sinxcos x
di duplicazione:

) X X
Otteniamo: sinx =2 smzcosi
X X X
Sostituiamo sinx : 2 sinzcosi + \/§sin§ =0
X
R ’ P sinz =0
accogliamo a fattor X X
comune Sing : stae (2 cosy + \E) =0 X
2 cos > +vV3=0
. X X
sm§=0 E=k7r x = 2km
Risolviamo le due
equazioni: V3 5 5
X 3 x=+-mw+4kn
= —— —=+-n+2k -
cos > > ST 67T T 3

Le soluzioni

5
dell’equazione sono: % = 2km vV x=4% §1t ke

Le soluzioni sono

5 7
uguali: x=2knr V x=§n+4k1t % x=§1t+4-k1'r
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Equazioni lineari in seno e coseno

Un’equazione lineare in seno e coseno € un’equazione che, ridotta a forma normale, € del tipo:

asinx+bcosx+c=0

Equazione lineare incompleta
Un’equazione lineare incompleta in seno e coseno é del tipo: asinx + bcosx =0
Per risolvere questa equazione si dividono tutti i termini per cosx # 0.

Si ottiene I'’equazione elementare: atanx+b = 0.

E” stato possibile dividere per cos x perché cos x # 0. Infatti i valori per i quali cos x = 0 non sono soluzioni dell equazione.

Equazione lineare completa
Un’equazione lineare completa in seno e coseno é del tipo: asinx + bcosx+c=0

Le tecniche risolutive sono diverse.

Metodo 1 — Formule parametriche

Si utilizzano le formule parametriche ottenendo un’equazione nell’incognita t .
2t 1-—t? x

m C03x=m con t=tan§

Occorre comunque verificare se 'equazione ha anche le soluzioni: x =+ 2k

sinx =

Regola pratica:
Se ’equazione che si ottiene dall utilizzo delle equazioni parametriche é di I grado I’equazione ha anche le soluzioni x = w + 2k

Metodo 2 — Metodo grafico

Questo metodo riconduce la risoluzione dell’equazione a un problema di geometria analitica.

. . o asinx+bcosx+c=0
Si considera il sistema:

cos’x +sin®x =1

Si pone: X=cosx e Y=sinx

Si ottiene il sistema costituito
dalle equazioni di una retta e

{aY +bX+c=0
della circonferenza goniometrica:

X2 +v2=1

| punti di intersezione fra la retta e la circonferenza goniometrica sono le soluzioni dell’equazione.
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Metodo 3 — Metodo dell’angolo aggiunto

L’equazione a sinx + b cos x + ¢ = 0 si trasforma nell’equazione goniometrica elementare:
Asin(x+a)+c=0

sostituendo A=vaZ+b? e tana=-.

Dimostrazione

Acosa=a

ueste risultano equivalenti se: { .
Q 4 Asina=b»b

A? cos?a = a?
A? sin® a = b?

Sommando membro a membro si ottiene: A% cos® a + A% sin>a = a® + b?

Elevando ambo i membri al quadrato si ha: {

Semplificando [’espressione si ottiene: A%(cos? a + sin? @) = a® + b?

Applicando la formula di addizione all’equazione:

. Asinxcosa+ A cosxsina+c=0
Asinx+a)+c=0

Confrontando questa equazione con l’equazione: asinx +bcosx+c=0
. . . Acosa=a
Queste risultano equivalenti se: .
Asina=b

2 02— 2
Elevando ambo i membri al quadrato si ha: {A cos’ a=a

A? sin®>a = b?

Sommando membro a membro si ottiene: A% cos? a + A? sin*a = a? + b?

A?(cos? a + sin® a) = a? + b?

Semplificando [’espressione si ottiene: A% = a? + b2

A= a2+ b?

Dal sistema: {A C(_)S a=a
Asina=0»b
A sina b
Dividendo membro a membro si ottiene: =
Acosa a
- . b
Utilizzando la funzione tangente: tana = —
a
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Esempio 1 - Equazione lineare incompleta

V3sinx—cosx=0

Soluzione

. .o . . 3sinx cosx
Dividiamo tutti i termini per cosx # 0 : V3 — =0

coSsXx cos X

Otteniamo [’equazione: V3tanx—1=0
1
Risolviamo [’equazione elementare: tanx = —
V3
74
La soluzione é: X = 8 + kn

E’ stato possibile dividere per cos x perché cos x # 0. Infatti i valori per i quali cos x = 0 non sono soluzioni dell equazione.

Esempio 2 — Equazione lineare incompleta
2sinx +3cosx —V2(3vV2sinx+cosx) =0

Soluzione

2sinx+3cosx —6sinx—vV2cosx =0

Semplifichiamo [’equazione:
4sinx + (\/E— 3) cosx =0

Dividiamo tutti i termini per cosx # 0 : 4sinx + (\/E _ 3) cosx _ 0

cos x cos x
Otteniamo [’equazione: 4tanx +V2—-3=0
o , . 3-V2
Risolviamo [’equazione elementare: tanx =
3—+2
La soluzione é: X = arctan - + kn

E’ stato possibile dividere per cos x perché cos x # 0. Infatti i valori per i quali cos x = 0 non sono soluzioni dell equazione.
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Esempio 3 — Equazione lineare completa (Formule parametriche)

1—cosx—3sinx=0

Soluzione

Utilizziamo le formule
parametriche:

Otteniamo [’equazione:

Risolviamo [’equazione:

Sostituiamo t = tan%

Occorre inoltre verificare
se [’equazione ha anche
le soluzioni:

Verifichiamo se x =1
e soluzione:

Pertanto le soluzioni
dell’equazione sono:

Matematica

) 2t 1-1¢t? x
smx=m COS.?C=1_I_t2 con t=tan§
1—t2 2t
1- -3 =0
1+ t2 \/_1+t2

1+t2—(1-t3)—-2V3t=0
1+t2—1+t2-2V3t=0

2t2 =23t =0
2t=0 t=0

2t-(t—+vV3)=0

(£=43) t—V3=0 t=v3
t x—O x—k x =2km
anz— 5= T —2

X _ xX_T x=—m+2kn
tanz—\/§ 2—3+krc 3
x=m+2km
1—cosm—\3sinT =0
1-(-1)—-+V3:0=0
2=0 - x=nw+2km non sono soluzioni.

Come era previsto dalla Regola pratica:
Se l’equazione che si ottiene dall utilizzo delle equazioni parametriche é di I grado
[’equazione ha anche le soluzioni: x = + 2k 1.

2
x =2km Vv x=§n+2kn
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Metodo 4 — Equazione lineare completa (Metodo grafico)

1—cosx—3sinx=0

Soluzione

Consideriamo il sistema:

Poniamo:

Otteniamo il sistema costituito dalle equazioni
di una retta e della circonferenza goniometrica:

Risolviamo il sistema:

Sostituendo:
X=cosx e Y=sinx

RAPPRESENTAZIONE GRAFICA

1 punti di intersezione fra la retta e la

circonferenza goniometrica A(1; 0) e

B (—% ; \/2—5) individuano gli angoli che

soddisfano l’equazione.

{1—cosx—\/§sinx=0

cos’x +sin*x=1

X=cosx e Y=sinx
1-X-v/3Y=0
X2 4+v%2=1

X=1-+3Y

(1-V3y) +v2=1

{1+3Y2—2\/§Y+Y2=1

{4Y2—2?/§Y=0

{2Y-(2Y—x/§)=0 {
X=1 X
Y=0 {Y
x=1—\/§-\/7§ {X

V3
=2 Y
V== \
coSx = x =2km
sinx =
1
COSX = ——

B =(-0.5,

Matematica
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Esempio 5 — Equazione lineare completa (Metodo dell’angolo aggiunto)

1—cosx—3sinx=0

Soluzione
Riscriviamo [’equazione in forma normale:
.q J V3sinx+1cosx—1=0 a=+3
asinx+bcosx+c=0
2
Determiniamo: A =/ a? + b2 A=+Va%+b? = ’(\/g) +12 = V3+1 =2.
b 1
tana = — _ _r
tana = — - a=—
a V3 6

Otteniamo [’equazione goniometrica elementare:

25in(x+z)—1=0
Asinx+a)+c=0 6

. . , . . . T 1
Risolviamo [’equazione goniometrica: sin (x + g) = _

Le cui soluzioni sono:
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Esempio 6 — Equazione lineare completa (Formule parametriche)

sinx+V3cosx=1

Soluzione

Utilizziamo le formule
parametriche:

Otteniamo [’equazione:

Risolviamo [’equazione:

Sostituiamo t = tang

Occorre inoltre
verificare se ['equazione
ha anche le soluzioni:

Verifichiamo se x =1
e soluzione:

Pertanto le soluzioni
dell’equazione sono:

Matematica

2

] 2t 1-1¢2 x
smx=m (.'OS.?C=1+t2 con t=tan—
2t 1—t2
+V3- —-1=0
1+ t2 \/—1+t2

204+V3(1 -t - (1+t3) =0
2t +V3—-V3t2—-1-t2=0
(1+V3)t2—2t+1-+3=0
b2

A
Z=<§> —ac=1-(1+V3)(1-v3)=1-(1-3)=3
b_JZ L _1-V3_1-V31-43_1+43-2V3 4-2V3_
L __2°N3_ 'T14v3 1+vB1-v3  1-3 -2
L2 a t_1+\/§_
271443
X X VA T
tan§=\/§—2 §=—E+krc x=—g+2k1t
tanf=1 E=E+kn x—z+2k1r
2 2 4 2
x=m+2km

sinx +V3cosx =1
0+V3- (-1 =1
—-/3=1 - x=nw+2km

Come era previsto dalla Regola pratica:

non sono soluzioni.

V3 -2

Se ’equazione che si ottiene dall utilizzo delle equazioni parametriche é di I grado [’equazione ha

anche le soluzioni: x =+ 2k .

T2k v T r2k
X=—— n X == n
6 2
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Esempio 7 — Equazione lineare completa (Metodo grafico)

sinx+V3cosx=1

Soluzione

Consideriamo il sistema:

Poniamo:

Otteniamo il sistema costituito dalle equazioni

di una retta e della circonferenza goniometrica:

Risolviamo il sistema:

Sostituendo:
X=cosx e Y=sinx

RAPPRESENTAZIONE GRAFICA

1 punti di intersezione fra la retta e la

circonferenza goniometrica B(0; 1) e

C (\/2—§ ; —%) individuano gli angoli che

soddisfano l’equazione.

{sinx+\/§cosx =1
cos’x +sin*x=1

X=cosx e Y=sinx
Y+4V3X=1
X2 +v%2=1

Y=1-+3X

X2+ (1-v3x) =1

{X2+1+3X2—2\/§X=1

{4X2 - 2?/§X =0

{X—\/§=O
{Y= Y=1
2X = {Xzo
V3 1
—1_+3.22 Yy=—=
Y=1-+3 > ! >
V3 V3
= — X =—
X== \ 5
Sinx = x=—+2kn
cosx =
. _ 1
sinx =~ n
V3  x=-—+2kn
cosx = — 6
2
Y
B = (0, 1)
ﬁ‘ A b
o[ :30° |
WC = (0.87,-0.5)

Matematica
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Esempio 8 — Equazione lineare completa (Metodo dell’angolo aggiunto)
sinx +V3cosx=1
Soluzione

Riscriviamo [’equazione in forma normale: ,
g Je sinx +V3cosx =1

asinx+bcosx+c=0

Determiniamo: A =/ a? + b2
b
tana = — V3
a tana = T - a=

Otteniamo [’equazione goniometrica elementare:
Asinx+a)+c=0

Risolviamo l’equazione goniometrica:

Le cui soluzioni sono: x=——+2km \Y
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Esempio 9 — Equazione lineare completa (Formule parametriche)

cos(x+§)+sin(x+g) =1

Soluzione
. 7T .
Poniamo: x + 3 =2z cosz+sinz=1
Utilizziamo le formule . 2t 1-—1¢t2 z
parametriche: sinz = 118 coSz = 118 con t= tanz
_ 42
Otteniamo [’equazione: 1-t 2t 1=0

+ —
1+t2 1+¢2
1—-t2+2t—(1+t3>)=0

2 _
Risolviamo [’equazione: —2t°+2t=0
2 _ 4 _ 1) = t=0
t“—t=0 tt—1)=0 f=1
z z
X tan§=0 E=k7r z = 2km
Sostituiamo t = tanz tanf _, z 'n e s = % + 2k
2 2 4
T T
T x+g=2kn x=—g+2k1't
Sostituendo: x + 5 =z .\ T + 2k - -
X 6 = 2 T X = E + T
Occorre inoltre verificare se
l’equazione ha anche le x=n+2km
soluzioni:
T ] T
cos(x+g) +sm(x+g) =1
V3 1_,
Verifichiamo se x =m ¢ 2 2
soluzione: K 1 - x=m+2km non sono soluzioni.

® |

Come era previsto dalla Regola pratica:

Se ’equazione che si ottiene dall utilizzo delle equazioni parametriche ¢ di I grado l’equazione
ha anche le soluzioni: x = + 2k m .

P . - -
ert’anto le. soluzioni =" okm v X == 1 2k
dell’equazione sono: 6 3
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Esempio 10 — Equazione lineare completa (Metodo grafico)

cos(x+§) +sin(x+%) =1
Soluzione

Poniamo

Consideriamo il sistema:

Poniamo:

Otteniamo il sistema costituito dalle
equazioni di una retta e della
circonferenza goniometrica:

Risolviamo il sistema:

RAPPRESENTAZIONE GRAFICA

1 punti di intersezione fra la retta e la
circonferenza goniometrica A(1; 0)
e B(0; 1) individuano gli angoli che
soddisfano l’equazione.

Sostituendo:

X=cosz e Y=sinz

T
Sostituendo: x + g =z

Pertanto le soluzioni dell’equazione
sono:

Matematica

T
x + 5 =z Siottiene:

cosz+sinz=1

{ cosz+sinz=1
cos’z+sin*z=1

X=cosz e Y=sinz

X’+(1-X)?=1

{

b
{X2+1_+X2—2X=1
{

{

2X2-2X=0
Y=1-X Y=1 ]
ox (X_ D 2X=0 {X=0 B(O; 1)
—1)= Y=1-X Y=0 )
{X—1=0 {X=1 A(L; 0)
Y
B=(0,1)
B 907 A=(1,0) X
ol -30°
|
sinz=1 _r
{cosz=0 Z_2+2kn
{sinz=0
cosz=1 z =0+ 2knm
IR x =242k
X =7 T =3 T
+7r_0 2k = 7T+2k
X A + 2km X = 6 l
ST v Ly
X = e T x—3 y14
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Esempio 11 — Equazione lineare completa (Metodo dell’angolo aggiunto)

cos(x+§) +sin(x+%) =1
Soluzione

T
Poniamo x + 5 =z Siottiene:

Riscriviamo [’equazione in forma normale:
asinx+bcosx+c=0

Determiniamo: A =/ a? + b2
b
tana = —
a

Otteniamo [’equazione goniometrica elementare:

Asinx+a)+c=0

Risolviamo [’equazione goniometrica:

T
Sostituendo: x+—=2z siricava:

6

Le cui soluzioni sono:

Matematica

cosz+sinz=1

cosz+sinz—1=0 a=1 b=1

A=va?+b%? = V12 +12 = V2.

. T
= — - = —
an a 1 a 2
] T
\/Esm(z+z)—1—0
T 1
, s
sm(z 4) 7
T T T T
(Z+Z)=Z+2kn Vv (Z+Z)=(7T—Z)+2k7r
T
z = 2km Vv Z=E+2krc
+ 22k v + Dok
X c = T X =3 T
= n+2k \Y; —n+2k
X = 5 T x—3 T
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Equazioni omogenee di secondo grado in seno e coseno

Un’equazione omogenea in seno e coseno € un’equazione che, ridotta a forma normale, & del tipo:

asin’?x+ bsinxcosx+ccos*x=0

Equazione omogenea incompleta
Un’equazione omogenea incompleta in seno e coseno & del tipo:
asin’x + bsinxcosx =0 oppure b sinxcosx+ ccos*x=0

Per la risoluzione della prima equazione si procede con il raccoglimento a fattor comune totale di sin x .

Per la risoluzione della seconda equazione si procede con il raccoglimento a fattor comune totale di cos x .

Equazione omogenea completa

Un’equazione omogenea completa in seno e coseno & del tipo: asin®x + bsinxcosx + ccos’>x =0
Le tecniche risolutive sono due.

Metodo 1 - Trasformazione in un’equazione con la sola tangente

Per risolvere questa equazione si dividono i suoi termini per cos? x ottenendo I'equazione equivalente:

sin? x sinx cos x cos?x

a——+b > +tc——==0 ossia atan’x+btanx+c=0
cos? x cos? x cos? x

E’ stato possibile dividere per cos x perché cos x # 0. Infatti i valori per i quali cos x = 0 non sono soluzioni dell equazione.

Metodo 2 — Formule di duplicazione
L’equazione si trasforma in un’equazione lineare in seno e coseno di 2x mediante le formule:

- 1 - cos2x . 1 . 5 1+ cos2x
sin sz smxcosszSanx cos“x = —
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Esempio 1 - Equazione omogenea incompleta

V3sinxcosx —cos’x =0

Soluzione

Raccogliamo a fattor comune totale cos x :

Applichiamo la legge dell’ annullamento
del prodotto:

Risolviamo la prima equazione:

cos X - (\/§sinx —cosx) =0

cosx =0
V3sinx —cosx =0

T
cosx =0 -» x=—+knr

2
Risolviamo la seconda equazione: V3sinx —cosx =0
Dividiamo tutti i termini per cos x # 0 V3sinx _osx _
cos x cos x
Otteniamo [’equazione: V3tanx—1=0
o , _ 1
Risolviamo [’equazione elementare: tanx = ﬁ
. \ n
La soluzione é: X = 8 + km
. . . y . s s
In conclusione le soluzioni dell equazione sono:  x = 2 + km \% x = s + km

E” stato possibile dividere per cos x perché cos x # 0. Infatti i valori per i quali cos x = 0 non sono soluzioni dell equazione.

Matematica
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Esempio 2 — Equazione omogenea incompleta

3vV2sin?x — 6sinxcosx =0

Soluzione

Raccogliamo a fattor comune totale 3 sinx :

Applichiamo la legge dell’ annullamento
del prodotto:

Risolviamo la prima equazione:

Risolviamo la seconda equazione:
Dividiamo tutti i termini per cos x # 0

Otteniamo [’equazione:
Risolviamo [’equazione elementare:

La soluzione é:

In conclusione, le soluzioni dell’equazione sono: x = km Vv

E” stato possibile dividere per cos x perché cos x # 0. Infatti i valori per i quali cos x = 0 non sono soluzioni dell equazione.

3sinx-(\/§sinx—2cosx) =0

3sinx=0
V2sinx —2cosx =0
sinx=0 - x=km

V2sinx—2cosx =0
V2sinx 2cosx _

cos x cos x

V2tanx—2=0

tanx=i tanx=i-\/—§
V2 2 V2

x = arctan2 + km

x = arctan2 + kn

tanx = \/i

Matematica
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Esempio 1 - Equazione omogenea completa (Trasformazione in un’equazione con la sola tangente)

sin?x —2sinxcosx+cos’x=0

Soluzione
o . . ) sin?x 2sinxcosx cos®x
Dividiamo tutti i termini per cos“x # 0 : — + =0
cos?x cos?x cos?x
Otteniamo [’equazione: tan?x —2tanx+1 =0
Poniamo tanx = z z2—-2z4+1=0
A b\ ,
Z = (E) —ac = (-1)2—1-1=1-1 = 0.
Risolviamo l’equazione di Il grado in z : b
Zi, = —=—-=1
12 a 1
Sostituendo tanx = z si ottiene: tanx =
. . . n
Le cui soluzioni sono: X = 1 + km

E” stato possibile dividere per cos x perché cos x # 0. Infatti i valori per i quali cos x = 0 non sono soluzioni dell ’equazione.

Esempio 2 — Equazione omogenea completa (Formule di duplicazione)

sin?x —2sinxcosx +cos’x=0
Soluzione
Utilizziamo le formule inverse ., , ~ 1—cos2x 5 1+4+cos2x . 1o
delle formule di duplicazione: sin-x = 2 €os”x = 2 Sinxcosx = Esm x
Otteniamo |’equazione: 1 —cos2x 1 . 1+ cos2x

— —2-551n2x+—2 =

1—cos2x —2sin2x+1+cos2x =0

Semplifichiamo [’equazione:
plif quaz _2sin2x+2=0

Risolviamo [’equazione n

sin2x =1 - 2x = —+ 2knm
elementare: 2
14
Le cui soluzioni sono: X = 1 + km
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Esempio 3 — Equazione omogenea completa (Trasformazione in un’equazione con la sola tangente)

V3 sin2x —2sinxcosx —V3cos’x=0

Soluzione

2 ; 2
Dividiamo tutti i termini per cos?x # 0 : V3sin®x 2sinxcosx V3cos’x =

cos?x  cos’x  cos?x
Otteniamo [’equazione: V3tan?x —2tanx —V3 =0
Poniamo tanx = z V3z2-2z-3=0
A b\ ,
S e oo -
1-2 1 V3
Risolviamo [’equazione di Il grado in z : _g F \/% 1T VA V3 =7 ﬁ - T3
21'2 = = =
4 V3 142 R
NN
R
Sostituendo tanx = z si ottiene: tanx = T3
tanx = +V3
T T
Le cui soluzioni sono: xX=- 3 + ko \% X = 3 + kn

E” stato possibile dividere per cos x perché cos x # 0. Infatti i valori per i quali cos x = 0 non sono soluzioni dell equazione.
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Esempio 4 — Equazione omogenea completa (Formule di duplicazione)

V3 sin2x —2sinxcosx —V3cos’x=0

Soluzione

Utilizziamo le formule inverse
delle formule di duplicazione:

Otteniamo [’equazione:

Semplifichiamo [’equazione:

Risolviamo [’equazione lineare
incompleta dividendo tutti i
termini per cos 2x # 0 :

Otteniamo [’equazione:

Risolviamo [’equazione
elementare:

Le soluzioni sono:

. 5 1 - cos2x 2 1+ cos2x
sin x=T cos“ x = —

1 — cos2x 1 1+ cos2x
T 2-Zsin2x—V3-—— =

3 2 2 2

V3 (1 —cos2x) — 2 sin 2x — V3 (1 4 cos 2x) = 0
V3 —+/3cos2x — 2sin2x —v/3 —+/3cos2x =0
—V/3cos2x — 2 sin 2x — V3 cos2x =0

2 sin 2x + 23 cos 2x = 0

2sin2x 23 cos2x _
cos2x -

cos 2x

2tan2x +2V3 =0

T
tan2x = —/3 - 2x=—§+kn
_ Tl’+k1‘[
=762

1
sinxcosx = Esin 2x

E” stato possibile dividere per cos x perché cos 2x # 0. Infatti i valori per i quali cos x = 0 non sono soluzioni dell equazione.

Osserviamo che le soluzioni
km

2
sono uguali a quelle trovate
precedentemente con [’altro
metodo.

trovate: x = —g +

x=—%+kn Vv x=§+kn
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Equazioni riconducibili a omogenee di secondo grado in seno e coseno

Un’equazione del tipo: asin®?x + bsinxcosx+ccos*x+d =0

& riconducibile ad un’equazione di Il grado omogenea moltiplicando il termine noto d per cos? x + sin® x .

Esempio 1 - Equazione riconducibili a omogenee di secondo grado in seno e coseno

2sin’?x++V3sinxcosx+cos’x—2=0

Soluzione

Moltiplichiamo il termine noto —2 per

cos? x + sin®x

Semplifichiamo [’equazione:

Raccogliamo a fattor comune totale cos x :

Applichiamo la legge dell’ annullamento
del prodotto:

Risolviamo la prima equazione:

Risolviamo la seconda equazione:

Dividiamo tutti i termini per cos x # 0

Otteniamo l’equazione: V3tanx—1=0
. . , . 1 1
Risolviamo l’equazione elementare: tanx = — tanx = — -
V3 3
. N 1T
La soluzione é: X = s + km
. . . y . T T
In conclusione, le soluzioni dell’equazione sono: x = 7 + km Vv X = s + km

E’ stato possibile dividere per cos x perché cos x # 0. Infatti i valori per i quali cos x = 0 non sono soluzioni dell equazione.

Matematica

2sin?x +V3sinxcosx +cos?x — 2 (cos?x +sin?x) =0

2sin?x +V3sinxcosx + cos?x —2cos?x —2sin?x =0

V3sinxcosx —cos?x =0
cosx-(\/gsinx—cosx) =0

cosx =0
V3sinx —cosx =0

14
cosx =0 - x=E+k1't

V3sinx —cosx =0

\/§sinx coS X

coSsXx cos X

www.mimmocorrado.it
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Esempio 2 — Equazione riconducibili a omogenee di secondo grado in seno e coseno

2sin?x+ (1+V3)sinxcosx+ (1+V3)cos?x—-1=0

Soluzione

Moltiplichiamo il termine
noto —1 per

cos? x + sin®x
Semplifichiamo [’equazione:

Dividiamo tutti i termini
per cos?x #0:

Otteniamo [’equazione:

Poniamo tanx = z

Risolviamo l’equazione di
Il gradoinz :

Sostituendo tanx = z
Si ottiene:

Le cui soluzioni sono:

2sin?x + (1 +V3)sinxcosx + (1+V3)cos?x — 1 (cos? x + sinx) = 0

25in2x+(1+\/§)sinxcosx+coszx+\/§coszx—coszx—sinzx =0
sin®x + (1 +\/§)sinxcosx+\/§coszx =0

sin® x N (1 + \/§)sinxcosx +\/§coszx 0
cos? x cos?x cos? x

tan?x + (1 +V3)tanx +vV3 =10
22+ (1+V3)z+V3=0
A=(1+V3)"—4-1-V3 = 1+3+2V3-4V3 = 1+3-2V3 = (1-v3)"

~+ 3 FJ0-V3) 1o VEF[-vE_ —1-VEF(E-1)

f2 = 21 - 2 2 -
-1-v3-(¥3-1) -1-vV3-V3+1 -2V3 73
= = = —vV3
2 2 2
-1-V3+(V3-1) -1-v3+v3-1 -2
2 - 2 =7 -1
tanx=—\/§
tanx = —1
4 w
x:—§+kn \ x=—Z+k1t

E” stato possibile dividere per cos x perché cos x # 0. Infatti i valori per i quali cos x = 0 non sono soluzioni dell equazione.

Osservazione

Le soluzioni x = — g + km Le soluzioni x = — % + km
sono uguali a: x = 2?” + km sono uguali a: x = %ﬂ + km
¥ Y
D
12D'_“ c
1 60°
E
B
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Equazioni goniometriche

Sintesi

Equazioni elementari (I° tipo)

. Soluzione Soluzione
Equazione . . (in gradi)
(in radianti) g
sinx=n _ _ x = a + 2k 180°
_1<n<+1 x—a+2le' V x—(n'—a)+2kﬂ' x=(180—a)+2k180°
Quando é possibile si conviene di considerare come angolo soluzione a quello appartenente all intervallo [— g,g]
cosx=n
= x = ta + 2k 180°
0 g ] x=xa+2km +
Quando é possibile si conviene di considerare come angolo soluzione a quello appartenente all’intervallo [0, ]
tanx =n
=) x =a+k 180°
o @ x=a+kmn
Quando é possibile si conviene di considerare come angolo soluzione a quello appartenente all intervallo (—g, g)
Equazioni elementari (lI° tipo)
. Soluzione Soluzione
EquaZ|one (in gradi)

(in radianti)

sinx = siny

x=y+2km V x=(m—-y)+2kn

x =y + 2k 180°
x = (180 — y) + 2k 180°

COSX = cosy

x=xy+2km

x=+y+2k180°

x=y+kn
tanx = tany T T x =y+k180°
x#+=—+knr AN y#*—+kn
2 2
Altri tipi di equazioni elementari
sinx = —siny cosx = —cosy sinx = cosy Sinx = —cosy tanx = —tany

e equivalente a

sinx = sin(-y)

e equivalente a

cosx =cos(m—y)

e equivalente a

sinx = sin (g— )

e equivalente a
/4

sinx = sin(——+y)

2

e equivalente a

tanx = tan(—y)
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Equazioni lineari in seno e coseno

Un’equazione lineare in seno e coseno € un’equazione che, ridotta a forma normale, € del tipo:

asinx+bcosx+c=0

Equazione lineare incompleta
Un’equazione lineare incompleta in seno e coseno é del tipo: asinx + bcosx =0
Per risolvere questa equazione si dividono tutti i termini per cos x .

Si ottiene I'’equazione elementare: atanx+b = 0.

E’ stato possibile dividere per cos x perché cos x # 0. Infatti i valori per i quali cos x = 0 non sono soluzioni dell 'equazione.

Equazione lineare completa
Un’equazione lineare completa in seno e coseno é del tipo: asinx + bcosx+c=0

Le tecniche risolutive sono:

Metodo 1 — Formule parametriche

Si utilizzano le formule parametriche ottenendo un’equazione nell’incognita t .
2t 1-—t? x

m C03x=m con t=tan§

Occorre comunque verificare se 'equazione ha anche le soluzioni: x =+ 2k

sinx =

Regola pratica:
Se ’equazione che si ottiene dall utilizzo delle equazioni parametriche é di I grado I’equazione ha anche le soluzioni x = w + 2k

Metodo 2 — Metodo grafico

Questo metodo riconduce la risoluzione dell’equazione a un problema di geometria analitica.

. . o asinx+bcosx+c=0
Si considera il sistema:

cos’x +sin®x =1

Si pone: X=cosx e Y=sinx

Si ottiene il sistema costituito
dalle equazioni di una retta e

{aY +bX+c=0
della circonferenza goniometrica:

X2+y2=1

| punti di intersezione fra la retta e la circonferenza goniometrica sono le soluzioni dell’equazione.

Metodo 3 — Metodo dell’angolo aggiunto

L'equazione a sinx + b cos x + ¢ = 0 si trasforma nell’equazione goniometrica elementare:
Asinx+a)+c=0

sostituendo A=vVaZ+b? e tana= S.
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Equazioni omogenee di secondo grado in seno e coseno

Un’equazione omogenea in seno e coseno € un’equazione che, ridotta a forma normale, & del tipo:

asin’?x+ bsinxcosx+ccos*x=0

Equazione omogenea incompleta

Un’equazione omogenea incompleta in seno e coseno & del tipo:

asin’x + bsinxcosx =0 oppure b sinxcosx+ ccos*x=0

Per la risoluzione della prima equazione si procede con il raccoglimento a fattor comune totale di sin x .

Per la risoluzione della seconda equazione si procede con il raccoglimento a fattor comune totale di cos x .

Equazione omogenea completa

Un’equazione omogenea completa in seno e coseno & del tipo: asin®x + bsinxcosx + ccos’>x =0
Le tecniche risolutive sono:

Metodo 1 - Trasformazione in un’equazione con la sola tangente

Per risolvere questa equazione si dividono i suoi termini per cos? x ottenendo I'equazione equivalente:

sin? x sinx cos x cos?x

a——+b > +tc——==0 ossia atan’x+btanx+c=0
cos? x cos? x cos? x

E’ stato possibile dividere per cos x perché cos x # 0. Infatti i valori per i quali cos x = 0 non sono soluzioni dell’equazione.

Metodo 2 — Formule di duplicazione
L’equazione si trasforma in un’equazione lineare in seno e coseno di 2x mediante le formule:

- 1 - cos2x . 1 . 5 1+ cos2x
sin sz smxcosszSanx cos“x = —

Equazioni riconducibili a omogenee di secondo grado in seno e coseno

Un’equazione del tipo: asin*x + bsinxcosx +ccos>x+d =0

& riconducibile ad un’equazione di Il grado omogenea moltiplicando il termine noto d per cos? x + sin? x .
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