Disequazioni goniometriche

Teoria ed esempi

Disequazioni goniometriche elementari

Una disequazione goniometrica elementare nella funzione seno & una disequazione del tipo:

sinx>n oppure <0, <0, >0

Soluzione Rappresentazione grafica

. . . . Y
La retta di equazione Y = n interseca la circonferenza

goniometrica nei due punti B e C corrispondenti agli angoli:
a emT—a. Cc B

La disequazione, nell’intervallo [0, 27], & soddisfatta per:

a< x<(m—a) —

Le soluzioni della disequazione in R sono:

a+2knm < x < (m—a)+2kn M ||
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Esempio 1

, V2
smx>7

Soluzione

T

. V2o,
> tale che sina=— ¢

—

L’angolo a € [—%,

T =50
a 4 =

. . V2o,
La retta di equazione Y = ~ interseca la
circonferenza goniometrica nei due punti B e C
corrispondenti agli angoli:

a="=145° e n—a=§ﬂ=135°.
4 4

Gli angoli a € [0, 2]

che soddisfano la disequazione sono:

Pertanto le soluzioni della disequazione in R sono:

Esempio 2

) V2
sinx < —

2
Soluzione
L’angolo a € [—%,g] tale che sina = \/2—5 é
=245
a = 1=

. : 2 .
La retta di equazione Y = \/2—_ interseca la

circonferenza goniometrica nei due punti B e C
corrispondenti agli angoli:

a =2 =45° e T[—a=3ﬂf=135°.
4 4

Gli angoli a € [0, 2m]

che soddisfano la disequazione sono:

Pertanto le soluzioni della disequazione in R sono:

v
c g =2
4| s o
H H |
1'[< <3
S *S3"

T ookm < x < Smwa 2k
4 VA X 47'[ VA

Y
c B =
45° A X
i H
0<x<®™ v Sp<x<2
_x_4 47‘[ X T
T
2k < x SZ+2kn

<

3
Zn+2k1t < x <2m+2km
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Esempio 3

sinx > 1
Soluzione
L’equazione e impossibile perch¢ —1<sinx<1.
Esempio 4
sinx>1
Soluzione
Y
La retta di equazione Y = 1 interseca la /"
circonferenza goniometrica nel punto B /
corrispondente all’angolo: \
P g - 907 A x
a===90° \ H -'
2
L’angolo « € [0,2m] f i
che soddisfa la disequazione é: 2
[
Pertanto le soluzioni della disequazione in R sono: X = 7 +2km
Esempio 5
sinx<1
Soluzione
La funzione sinx étaleche —1<sinx<1 Vx€R

Pertanto le soluzioni della disequazione sono tutti i valori reali ad eccezione di quelli per i quali sinx = 1.

/4
Le soluzioni della disequazione in R sono quindi: VXx+ 2 +2km
Esempio 6
sinx < -1
Soluzione
L’equazione é impossibile perché¢ —1<sinx <1.
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Esempio 7

sinx < -1
Soluzione

Y
La retta di equazione Y = —1 interseca la
circonferenza goniometrica nel punto B . |
corrispondente all’angolo: H A X

—it = |
A=——=—
2
gt
L’angolo «a € [0,2m] 3
. X==7
che soddisfa la disequazione é: 2
Y[

Pertanto le soluzioni della disequazione in R sono: X =- 7 +2km
Esempio 8
sinx > —1
Soluzione
La funzione sinx étaleche —1<sinx<1 Vx€R
Pertanto le soluzioni della disequazione sono tutti i valori reali ad eccezione di quelli per i quali sinx = —1.

74
Le soluzioni della disequazione in R sono quindi.: VXx+— 2 +2km
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Esempio 8

o 1
sinx < ——
2
Soluzione
b . 1 \
L’angolo a € [—%,g] tale che sina = -5 e
r 30°
d=——= —
6
. . 1,
La retta di equazione Y = — 5 interseca la

circonferenza goniometrica nei due punti B e C
corrispondenti agli angoli:
11

ay=Im=210° e  ay=-m=330°

Gli angoli a € [0, 2m]
che soddisfano la disequazione sono:

Pertanto le soluzioni della disequazione in R sono:

Esempio 9
x> 1
sinx - =
2
Soluzione
. 1
L’angolo a € [—%,g] tale che sina = -5 e
r 30°
d=——= —
6
. . 1.
La retta di equazione Y = — 5 interseca la

circonferenza goniometrica nei due punti B e C
corrispondenti agli angoli:

a, =<m=210° e  a,=—m=2330°.
6 6

Gli angoli a € [0, 2]
che soddisfano la disequazione sono:

Pertanto le soluzioni della disequazione in R sono:

[

30° [/
E C
< <11
T x_61'[
7 11
—nm+2kn < x < —mw+2km
6 6
Y
H' HEA x
'30°
B C
0< <7 1 <x<?2
S X 6 671' X S 4LTT

7
2kt <x< gn+2k1r

\Y

11
—m+2kn <x< 2m+2km

6
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Esempio 10

x> 1
sin x 3

Soluzione
1 . . \
Il valore 3 di sin x non e un valore noto.

In questo caso per trovare l’angolo « si utilizza la
funzione arcsinn .

L’angolo a € [—E,E] tale che sina = 1 e:
2’2 3
/1
o= —arcsin (5) = —0,34rad = —19,5°
La retta di equazione Y = —% interseca la
circonferenza goniometrica nei due punti B e C
corrispondenti agli angoli:
1
ay =1+ arcsin (5) = 199,5°
a, = 2w — arcsin G) = 340,5°.

Gli angoli a € [0, 2m]
che soddisfano la disequazione sono:

Pertanto le soluzioni della disequazione in R sono:

H HIA x

19.5°

1 1
0<x<m+ arcsin (§) \% 2T — arcsin (§> <x<2m

1
2kt <x< n+arcsin(§)+2kn

\

1
21t—arcsin(§>+2kn <x< 2m+2km
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Una disequazione goniometrica elementare nella funzione coseno € una disequazione del tipo:

cosx>n oppure <0,<0, =0

Soluzione

La retta di equazione X = n interseca la circonferenza goniometrica
nei due punti B e C corrispondenti agliangoli: « e —a.

La disequazione, nell’intervallo [0, 2m], & soddisfatta per:
0<x<a % 2n—a<x <2m

Le soluzioni della disequazione in R sono:

2kn< x<a+2km VvV Qm-a)+2kn<x<2m+2km

Rappresentazione grafica

Y l'|

ot+o |4
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Esempio 1

1
cos x > E
Soluzione
L’angolo a € [0,7] tale che cosa = % e
n o
a= 3 = 60

. : 1,
La retta di equazione X = 5 interseca la

circonferenza goniometrica nei due punti B e C
corrispondenti agli angoli:
5

T =60°
3

s = a, = —Z =21 =300°.

a = e -
1 3

Gli angoli a € [0, 2m]
che soddisfano la disequazione sono:

Pertanto le soluzioni della disequazione in R sono:

Le soluzioni possono essere sintetizzate in:

Esempio 2
< 1
COS X =~ —
2
Soluzione
B T T 1
L’angolo a € [——,—] taleche cosa == ¢
2’2 2
— TE p— 600
a= 3=

. : 1.
La retta di equazione X = 5 interseca la

circonferenza goniometrica nei due punti B e C
corrispondenti agli angoli:

V[
= =60°

> = 300°
3 =

3

ay = a, = —

3

Gli angoli a € [0, 2m]

che soddisfano la disequazione sono:

Pertanto le soluzioni della disequazione in R sono:

-
?D H A X
oN
-60°
(i
T
0<x<§ Y —nT<x<2m
T
2kt <x< §+2k1t
\

5
§1t+2k1‘[ <x< 2m+2km

T oiokm <x< Zi2k
3 VA X 3 T

Y 2
B
60°
v IH A X
5 ®
-60°
c
TL’< <5
3_x_31r
T 5
§+2k1t <x< §1t+2k1t
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Esempio 3

cosx>1
Soluzione
L’equazione e impossibile perché —1<cosx<1.
Esempio 4
cosx=>1
Soluzione
Y X
La retta di equazione X = 1 interseca la
circonferenza goniometrica nel punto B B-
corrispondente all’angolo: s A X
4 g 0] C/H

a=0° '

L’angolo a € [0,2m] 0°
X =

che soddisfa la disequazione e:
Pertanto le soluzioni della disequazione in R sono: x=2km

Esempio 5
cosx<l1

Soluzione

La funzione cosx étaleche —1<cosx<1 Vx€R

Pertanto le soluzioni della disequazione sono tutti i valori reali ad eccezione di quelli per i quali cosx = 1.

Le soluzioni della disequazione in R sono quindi: Vx+#2km
Esempio 6

cosx < -1

Soluzione

L’equazione e impossibile perché —1<cosx<1.
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Esempio 7

cosx<-1
Soluzione
La retta di equazione X = —1 interseca la

circonferenza goniometrica nel punto B
corrispondente all’angolo:

a=m=180°

L’angolo «a € [0,2m]

che soddisfa la disequazione é: xX=r

Pertanto le soluzioni della disequazione in R sono: x=mw+2kn

Esempio 8

cosx > -1

Soluzione

La funzione cosx étaleche —1<cosx<1 Vx€ER

Pertanto le soluzioni della disequazione sono tutti i valori reali ad eccezione di quelli per i quali cosx = —1.

Le soluzioni della disequazione in R sono quindi.:

Esempio 9
cosx<0,7
Soluzione

L’angolo a € [0, 7] tale che cosa =0,7 ¢
a = arccos 0,7 = 0,80 rad = 45,6°

La retta di equazione X = 0,7 interseca la
circonferenza goniometrica nei due punti B e C
corrispondenti agli angoli:

a; = arccos 0,7 = 45,6°
e

a, = 2w —arccos 0,7 = 314,4°.

Gli angoli a € [0, 2m]
che soddisfano la disequazione sono:

Pertanto le soluzioni della disequazione in R sono:

Vx+m+2knm

456°[ 1a  x
O'"¥45,6°

arccos 0,7 < x < 2m — arccos 0,7

arccos 0,7+ 2knm <x< 2m—arccos0,7+2kmn
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Esempio 10

( n 11') > \/E
coSs | X - = —
3 2
Soluzione
T
Poniamo x + 3 =z -
L’angolo a € [0, 7] tale che cosa = g e
J— T[ J— 450
a= i

. : V2o,
La retta di equazione X = ~ interseca la

circonferenza goniometrica nei due punti B e C
corrispondenti agli angoli:

a1=§=45° e a2=—%=£rt=315°

Gli angoli a € [0,2m] che soddisfano la

. . V2
disequazione C0S Z = - sono:

Gli angoli a € [0,2m] che soddisfano la

. . 3 V2
disequazione COS (x + 5) > - sono:

Pertanto le soluzioni della disequazione in R sono:

Matematica

I~

>
COS Z = 2
Y P4
5
45° [ )a x
(0] -45°
C
T < < T
4 =737

ossia
T T T T
———=<x< ——=
4 3 4 3
7 < T
27 =%= 12

T w2k <x< - 12k
127 TsX=s TP T
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Una disequazione goniometrica elementare nella funzione coseno & una disequazione del tipo:

tanx > n oppure <0,<0,=0

Soluzione

La funzione tangente ha periodo m. Pertanto iniziamo a

A

. . . . Y
risolvere la disequazione nell’intervallo (—; ,5).

La retta di equazione Y = nX interseca la circonferenza
goniometrica nei due punti B e C corrispondenti agli angoli:
a en+a.

. . . m T \
La disequazione tan x > n, nell’intervallo (—; '5)' e

soddisfatta per:
T

a< x <
2

Le soluzioni della disequazione in R sono:

T
at+km< x<E+k1t
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¥

19‘7'%
%

'#"m

(1
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Esempio 1

t > 3
an x —_—
3
Soluzione
, T om V3o,
L’angolo a € [_5’3] tale che tanx = 5 ¢

T 30°
ad=—=
6
. . V3 .
La retta di equazione Y = ?X interseca la
circonferenza goniometrica nel punto B
. , n o
corrispondente all’angolo a = o= 30°.
. . V3 ’e T T
La disequazione tan x > <> nell’intervallo (— > ,;),
e soddisfatta per:
s cx< s
— x f—
6 2

Le soluzioni della disequazione in R sono:

P fkm< x<Zik
6 Vs X 2 VA

Esempio 2

V3
tanxS?

Soluzione

V3
3

L’angolo a € [—g,%] tale che tanx = e

T 30°
ad=—=
6
. . V3 .
La retta di equazione Y = ?X interseca la
circonferenza goniometrica nel punto B
. , n o
corrispondente all’angolo o === 30° .

=
. : 3 .
La disequazione tan x < g nell’intervallo (—% ,g)

e soddisfatta per:

<x<

NIE
NE

Le soluzioni della disequazione in R sono:

P tkm< x<Zik
2 T x_6 T

Rappresentazione grafica

Y

2

s

T B 4

el

o) /30"

Rappresentazione grafica

Y
D
0]
V8
3 |
E
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Esempio 3

tanx <2

Soluzione

L’angolo a € [—%,g] taleche tanx =2 ¢

a=arctan2 = 1,11 rad = 63,4°

La retta di equazione Y = 2X interseca la
circonferenza goniometrica nel punto B
corrispondente all’angolo a = arctan2 = 63,4° .

La disequazione tan x < 2, nell’intervallo (—g ,g)

e soddisfatta per:

T
—3 < x < arctan 2

Le soluzioni della disequazione in R sono:

T
—E+k1r< x<arctan2+km

Esempio 4

tanx >0

Soluzione

L’angolo a € [—%,g] tale che tanx =0 ¢
a=0°
La retta di equazione Y = 0 interseca la

circonferenza goniometrica nel punto A
corrispondente all’angolo a = 0° .

La disequazione tan x = 0, nell’intervallo (—g ,g)

e soddisfatta per:

0<x<=
S X 2

Le soluzioni della disequazione in R sono:

14
k< x<E+k1t

63.4°

Y=0
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Esempio 5

tanx <0

Soluzione

L’angolo a € [—%,g] taleche tanx =0 ¢
a=0°
La retta di equazione Y = 0 interseca la

circonferenza goniometrica nel punto A
corrispondente all’angolo a = 0° .

La disequazione tan x < 0, nell’intervallo (—g ,%
e soddisfatta per:
Z<x<0
—-=<x
2

Le soluzioni della disequazione in R sono:

T
—E+k1l'< x<km

)’ Y=90

Matematica
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Esempio 6
tan2x <0

Soluzione

Poniamo 2x =z - tanz <0

L’angolo a € [—%,g] taleche tanz=0 ¢

a=0°

La retta di equazione Y = 0 interseca la circonferenza

goniometrica nel punto A corrispondente all’angolo a = 0° .

La disequazione tan z < 0, nell’intervallo (—g ,g) e

soddisfatta per:

n< <0
> z <

Le soluzioni della disequazione tan z < 0 in R sono:

Sostituiamo 2x =z

Le soluzioni della disequazione in R sono:

Le soluzioni della disequazione, per come si evince dalla
seguente tabella, possono essere esplicitate con:

T
—E+kn<z£kn

T
—§+kn<2x£kn

PikZ < x< kZ
g S*= %3

Esercizio 881.533

Soluzione (I modo)

Soluzione (Il modo)

Kk |45°+k90°|<x<=]90°+k90°| |-45°+k90°| <x<=| ko0’
8 | -675 |<x<=| 630 |\ | 765 |<x<=| -720
7 | 585 |<x<=| 540 K\ Y 675 |<x<=| -630
6 | -495 |<x<=| 450 [ W 585 |<x<=| -540
5 | -405 |<x<=| -360 [\ W -495 |<x<=| -450
4 | 315 [<x<=| 270 [(W -405 |<x<=| -360
3 | 225 |<x<=| -180 |\W 315 |<x<=| -270
2 | 135 J<x<=| 90 K\ 225 [<x<=| -180
1| 45 Jex<=| 0 K™ 135 [<x<=| -90
0 M 45 J<x<=| o0
1 | 135 [<x<=| 180 |\

2 | 225 |<x<=| 270 K\ Y 135 |<x<=| 180
3 | 315 J<x<=| 360 Y 225 [<x<=| 270
4 | 405 |<x<=| 450 |\ 4 315 [<x<=| 360
5 | 495 |<x<=| 540 |\ 405 |<x<=| 450
6 | 585 |<x<=| 630 |\ Y 495 [<x<=| 540
7 | 675 |<x<=| 720 K\ % 58 [<x<=| 630
8 | 765 |<x<=| 810 | % 675 |<x<=| 720
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Esempio 7

3cotx—V3=0

Soluzione

Trasformiamo [’equazione in forma canonica:

L’angolo a € (—m, ) tale che cotx = \/; e

. : 3 :
La retta di equazione Y = \/3—_X interseca la

circonferenza goniometrica nel punto B
corrispondente all’angolo a = Z=60°.

La disequazione tan x

e soddisfatta per:

Le soluzioni della disequazione in R sono:

_1-[_600
a=z=

3 =

<V

0<x<Z
=3

o

cotx = —

=5 nell’intervallo (—m, ),

T
k1r<x§§+k1t
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Disequazioni goniometriche non elementari

Esempio 1

2sinx +sinx—1<0

Soluzione

Poniamo sinx =z -
Risolviamo l’equazione:

Le soluzioni della disequazione
2z2+z—-1<0 sono:

Sostituiamo sinx =z

L’angolo a1 € [—%,% tale che
T

sina; =-1 ¢ a1=—5=—90°
L’angolo a5 € [—%,%] tale che

, _1 _T_ °
Slna2—26a2—6—30
Le rette di equazioni Y = —1 e

1, .
Y = 5 intersecano la circonferenza

goniometrica nei punti B, C, D
corrispondenti agli angoli:

T[ o

0_’1 =g=30
7 o
a;, =—87T=150
—3 = 270°

as —27'[—
. . T T
Gli angoli a € [_E’E]

che soddisfano la disequazione sono:

Pertanto le soluzioni della
disequazione in R sono:

2z°4+7z—-1<0

-1-3
a3 A= =1
222 +z—-1=0 A=1+8=9 zp=—>=
2= T T
1< <1
72573
1<si <1
sinx 2
%
> i =3
0 A X
o)
D
7 < <T[ A 9&3
671' X 6 X 271'

7 (4 3
—gn+2k1t < x< g+2k1t A x¢in+2k1t
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Esempio 2

2cos’x+cosx>0

Soluzione

Poniamo cosx =z -

Risolviamo [’equazione:

Le soluzioni della disequazione
2z242z>=0 sono:

Sostituiamo cosx = z

L’angolo ay € [0,7] tale che
cosa; =0 ¢ o =§=90°
L’angolo a, € [0, 7] tale che
1, 2

COS@ == € A = M= 120°
Le rette di equazioni Y =0 e

1. .
Y = —— intersecano la circonferenza
goniometrica nei punti B, C, D, E
corrispondenti agli angoli:

a = % =90°
ay = —g = -90°
as =§7T = 120°
ay =grr = 240°

Le soluzioni della disequazione in
[0,27] somo:

Pertanto le soluzioni della
disequazione in R sono:

222 +2z>20
222+2=0 z-(2z4+41)=0 z2=0 7=0,
2z+1=0 zZ=-3
z7< —— \ z=>0
cosx < —— Vv cosx =0
€~ Y
X
/,r’
El™ q
c
ﬂ< <7T Vv 2 < <4
2 =%=73 gt=*=3"
T Vi3 2 4
—E+2k1r <x< §+2kn \Y §1‘[+2k1t <x< §n+2k1r

Matematica

www.mimmocorrado.it

19



Esempio 3

3tan’x— (V3 -3)tanx—V3 >0

Soluzione

Soluzione

Poniamo tanx = z -

Risolviamo [’equazione:

Le soluzioni della disequazione

3z% — (\/§ — 3)2 —+/3 = 0 sono:
Sostituiamo tanx = z

L’angolo a1 € [—%,ﬂ tale che
tana; = -1 e a; = —% = —45°

L’angolo a5 € [—%,%] tale che

V3 n
tana, =— e a2=g=30°

Le rette di equazioni Y = =X e

V3, . .
Y = ?X intersecano la circonferenza

goniometrica nei punti B, D, E, G
corrispondenti agli angoli:

f— —_— 00
a, = =3
150°
0y ===

3
a3 = ET[ = 270°

n o
a4=_Z=45

. . mT T
Gliangoli «a € [_E’E]
che soddisfano la disequazione sono:

Pertanto le soluzioni della
disequazione in R sono:

Le soluzioni possono essere
sintetizzate in:

322—-(V3-3)z—v32>0
3z2-(V3-3)z—V3=0

A=[-(V3-3)-4-3-(—V3) = 3+9-6V3+12V3 =

= 3+9+6v3 = (V3+3)
V3-3-(V3+3 -3-3
(V3-3)F |(V3+3)° == 6( ) - e = 1
he 23 T V3-3+(V3+3) _V3+V3 V3
2= 6 ~ T 6 3
V3
z< -1 Vv zZ=—
3
V3
tanx < —1 \ tanxz?
Y
Y = X D
g B T
_ il 3
0 30 A X
- /_450
C. =
(]
‘! = \;‘,) \ S
E
T < . T v ﬂ'<: < T
2 S*=77% 6=-*S72

Tikm <x< -S4k v
2 VA X < 4 VA

T
x#+—+km

Tokm <x< Smak A
6 mw <X 47t T 2

P tkm <x< Z4k
6 mw <X 2 T
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