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LLAA    PPRROOBBAABBIILLIITTÀÀ    
  

  

IInnttrroodduuzziioonnee        

Il calcolo delle probabilità è la parte della matematica che si occupa di prevedere 
quanto un evento casuale sia probabile. 
Dal punto di vista storico il primo matematico che si occupò di questo aspetto fu 
Blaise Pascal (1623-1662). Pascal enunciò i fondamenti di questo calcolo che 
furono ripresi e ampliati più tardi da altri matematici come Jakob Bernoulli che 
scoprì la Legge dei grandi numeri.  
Il lancio di una moneta, l’estrazione di un numero al lotto, il lancio di un dado sono 
fenomeni il cui esito dipende in modo imprevedibile dal caso. Questi fenomeni 
sono detti eessppeerriimmeennttii  aalleeaattoorrii. 

  

SSppaazziioo  CCaammppiioonnaarriioo     

Lo  ssppaazziioo  ccaammppiioonnaarriioo  di un esperimento aleatorio è l’insieme di tutti i possibili 
risultati dell’esperimento aleatorio. 

Un eevveennttoo aalleeaattoorriioo è un sottoinsieme dello spazio campionario. 

Esempio 

Nell’esperimento aleatorio “lancio di un dado”,  
lo spazio campionario è l’insieme dei 6 numeri del dado   Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 

L’evento aleatorio E = ”𝐸𝑠𝑐𝑒 𝑢𝑛 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑜𝑟𝑒 𝑑𝑖 6” è il  sottoinsieme E = {1, 2, 3, 6}.    

L’evento ccoonnttrraarriioo Eഥ = ”𝑁𝑜𝑛 esce 𝑢𝑛 𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑜𝑟𝑒 𝑑𝑖 6” è il  sottoinsieme Eഥ = {4, 5} 

L’evento  A = ”𝐸𝑠𝑐𝑒 𝑢𝑛 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑚𝑎𝑔𝑔𝑖𝑜𝑟𝑒 𝑑𝑖 𝑧𝑒𝑟𝑜" è un eevveennttoo  cceerrttoo. 

L’evento  B = ”𝐸𝑠𝑐𝑒 𝑖𝑙 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜 7" è un eevveennttoo  iimmppoossssiibbiillee. 
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PPrroobbaabbiilliittàà  ddii  uunn  eevveennttoo    ((DDeeffiinniizziioonnee  ccllaassssiiccaa  ––  LLaappllaaccee))  

La probabilità di un evento è il rapporto: 𝑃(𝐸) =
𝑛° 𝑐𝑎𝑠𝑖 𝑓𝑎𝑣𝑜𝑟𝑒𝑣𝑜𝑙𝑖

𝑛° 𝑐𝑎𝑠𝑖 𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑖𝑙𝑖
  

Esempio 

Riprendendo l’esempio precedente del lancio di un dado:   

𝑃(𝐸) =
4

6
=

2

3
 𝑃(𝐸ത) =

2

6
=

1

3
 𝑃(𝐴) =

6

6
= 1 𝑃(𝐵) =

0

6
= 0 

  

PPrroobbaabbiilliittàà  ddeellll’’eevveennttoo  ccoonnttrraarriioo    

La probabilità dell’evento contrario è:  𝑃(𝐸ത) = 1 − 𝑃(𝐸) . 

Esempio 

Riprendendo l’esempio precedente del lancio di un dado:   

𝑃(𝐸ത) = 1 − 𝑃(𝐸) = 1 −
2

3
=

1

3
 . 

  

RRaapppprreesseennttaazziioonnee  iinnssiieemmiissttiiccaa  

La rraapppprreesseennttaazziioonnee  
iinnssiieemmiissttiiccaa dell’esperimento 
aleatorio è rappresentata a lato: 
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EEvveennttoo  uunniioonnee  

La Dati gli eventi A e B, relativi allo stesso 
spazio degli eventi, il loro  eevveennttoo  uunniioonnee, 
𝑨 ∪ 𝑩, è quell’evento che si verifica al 
verificarsi di almeno uno degli eventi dati. 

 

Esempio 

Nell’esperimento aleatorio “estrazione di una carta da un mazzo di carte 
napoletane”, consideriamo gli eventi: 
A = ”Esce una carta di bastoni"   e B = ”Esce una figura" . 
L’evento unione è l’evento 𝐴 ∪ 𝐵 = "Esce una carta di bastoni o una figura". 

  

EEvveennttoo  intersezione  

La Dati gli eventi A e B, relativi allo stesso 
spazio degli eventi, il loro  eevveennttoo  
iinntteerrsseezziioonnee, 𝑨 ∩ 𝑩, è quell’evento che si 
verifica quando  si verificano contempo-
raneamente gli eventi dati. 

 

Esempio 

Nell’esperimento aleatorio “estrazione di una carta da un mazzo di carte 
napoletane”, consideriamo gli eventi: 
A = ”Esce una carta di bastoni"   e B = ”Esce una figura".  
L’evento intersezione è l’evento 𝐴 ∩ 𝐵 = "Esce una figura di bastoni". 
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EEvveennttii  ccoommppaattiibbiillii  ee  eevveennttii  iinnccoommppaattiibbiillii  

Due eventi AA e BB di uno stesso spazio campionario si dicono iinnccoommppaattiibbiillii se il 
verificarsi dell’uno esclude il verificarsi dell’altro. La loro intersezione 𝑨 ∩ 𝑩 = ∅ .  

Due eventi AA e BB di uno stesso spazio campionario si dicono ccoommppaattiibbiillii se il verificarsi 
dell’uno non esclude il verificarsi dell’altro. La loro intersezione 𝑨 ∩ 𝑩 ≠ ∅ . 
  

TTeeoorreemmaa  ddeellllaa  ssoommmmaa  oo  TTeeoorreemmaa  ddeellllaa  pprroobbaabbiilliittàà  ttoottaallee  

La probabilità dell’evento UUnniioonnee  di due eventi AA e BB    è :  

𝑷(𝑨 ∪ 𝑩)   =   ൜
𝑷(𝑨) + 𝑷(𝑩)                           
𝑷(𝑨) + 𝑷(𝑩) − 𝑷(𝑨 ∩ 𝑩)

          
𝑠𝑒 𝐴 𝑒 𝐵 𝑠𝑜𝑛𝑜 𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑖𝑙𝑖
𝑠𝑒 𝐴 𝑒 𝐵 𝑠𝑜𝑛𝑜 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑎𝑡𝑖𝑏𝑖𝑙𝑖    

 

Esempio - Eventi incompatibili  
Un’urna contiene 10 palline numerate. Calcolare la 
probabilità che, estraendo una pallina a caso, esca un 
multiplo del 3 o un multiplo del 5. 
Gli insiemi che rappresentano i due eventi sono: 

𝑀ଷ = {3 , 6 , 9 }     e    𝑀ହ = {5 , 10 } . 

𝑃(𝑀ଷ ∪ 𝑀ହ) = 𝑃(𝑀ଷ) + 𝑃(𝑀ହ) =
3

10
+

2

10
=

5

10
 . 

 

Esempio - Eventi compatibili  
Un’urna contiene 12 palline numerate. Calcolare la  
probabilità che, estraendo una pallina a caso, esca un  
numero pari o un numero maggiore di 7. 
Gli insiemi che rappresentano i due eventi sono: 
𝑃 = {2 , 4 , 6 , 8 , 10 , 12 }     e     𝑆 = {8 , 9 , 10 , 11 , 12 } . 

𝑃(𝑃 ∪ 𝑆) = 𝑃(𝑃) + 𝑃(𝑆) − 𝑃(𝑃 ∩ 𝑆) =
6

12
+

5

12
−

3

12
=

8

12
 . 
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PPrroobbaabbiilliittàà  ccoonnddiizziioonnaattaa        

La pprroobbaabbiilliittàà    ccoonnddiizziioonnaattaa rappresenta il calcolo 
della probabilità di un evento AA, sapendo che si è 
verificato un evento BB.  

𝑃(𝐴/𝐵) =
𝑃(𝐴⋂𝐵)

𝑃(𝐵)
 

L’informazione aggiuntiva che deriva dal sapere che si è verificato l’evento B può 
modificare la probabilità che si verifichi l’evento A.  

 

Eventi dipendenti  -   𝑷(𝑨) ≠ 𝑷(𝑨/𝑩)  

Consideriamo il seguente esperimento aleatorio:  

Estrazione di una pallina numerata da un sacchetto contenente 12 palline numerate 

Consideriamo l’evento  A = ”Esce un multiplo di 3". 

L’insieme che rappresenta l’evento è   𝐴 = {3 , 6 , 9, 12 }. 

La probabilità  𝑃(A) =
ସ

ଵଶ
=

ଵ

ଷ
 .  

 
Consideriamo ora l’informazione aggiuntiva:  

𝐵 = ”È 𝑢𝑠𝑐𝑖𝑡𝑜 𝑢𝑛 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑚𝑖𝑛𝑜𝑟𝑒 𝑑𝑖 9". 

Cosa si può dire ora della probabilità condizionata 𝑃(𝐴/𝐵) ? 

In questa nuova situazione lo spazio campionario non è più costituito dalle 12 
palline dell’insieme A, ma soltanto dalle 8 palline dell’insieme B.  

I casi favorevoli per 𝐴/𝐵 sono gli elementi del nuovo spazio degli eventi 𝐴 ∩ 𝐵,  
cioè dalle palline numero 3 e numero 6. 

Quindi 𝑃(𝐴/𝐵) =
ଶ

଼
=

ଵ

ସ
                   cioè       𝑃(𝐴/𝐵) =

𝑃(𝐴⋂𝐵)

𝑃(𝐵)
=

ଶ/ଵଶ

଼/ଵଶ
=

ଶ

଼
=

ଵ

ସ
 

In questo esperimento aleatorio l’informazione aggiuntiva B ha modificato la 
probabilità del verificarsi dell’evento A,  cioè: 𝑃(𝐴) ≠ 𝑃(𝐴/𝐵). 
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Eventi indipendenti  -   𝑷(𝑨) = 𝑷(𝑨/𝑩)  

Consideriamo il seguente esperimento aleatorio:  

Estrazione di una carta da un mazzo delle 40 carte napoletane. 

Consideriamo l’evento  A = ”𝐸𝑠𝑐𝑒 𝑢𝑛 𝑎𝑠𝑠𝑜". 

L’insieme che rappresenta l’evento è   𝐴 = {𝑎௕ , 𝑎௖ , 𝑎ௗ , 𝑎௦}. 

La probabilità  𝑃(A) =
ସ

ସ଴
=

ଵ

ଵ଴
 .  

 
Consideriamo ora l’informazione aggiuntiva:  

𝐵 = ”È 𝑢𝑠𝑐𝑖𝑡𝑎 𝑢𝑛𝑎 𝑐𝑎𝑟𝑡𝑎 𝑑𝑖 𝑠𝑝𝑎𝑑𝑒". 

Cosa si può dire ora della probabilità condizionata 𝑃(𝐴/𝐵) ? 

In questa nuova situazione lo spazio campionario non è più costituito dalle 40 carte, 
ma soltanto dalle 10 carte di spade dell’insieme B.  

I casi favorevoli per 𝐴/𝐵 sono gli elementi del nuovo spazio degli eventi 𝐴 ∩ 𝐵, 
cioè dal solo asso di spade. 

Quindi 𝑃(𝐴/𝐵) =
ଵ

ଵ଴
                    

In questo esperimento aleatorio l’informazione aggiuntiva B non ha modificato la 
probabilità del verificarsi dell’evento A,  cioè: 𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐴/𝐵). 

  

TTeeoorreemmaa  ddeell  pprrooddoottttoo  ((oo  TTeeoorreemmaa  ddeellllaa  pprroobbaabbiilliittàà  ccoommppoossttaa))    

La probabilità dell’evento PPrrooddoottttoo  di due eventi AA e BB    è :  

𝑷(𝑨 ∩ 𝑩)  =  ቐ

𝑝(𝐴) ∙ 𝑝(𝐵)

𝑝(𝐴) ∙ 𝑃(𝐵/𝐴)
              

𝑠𝑒 𝐴 𝑒 𝐵 𝑠𝑜𝑛𝑜 𝑖𝑛𝑑𝑖𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖

𝑠𝑒 𝐴 𝑒 𝐵 𝑠𝑜𝑛𝑜 𝑑𝑖𝑝𝑒𝑛𝑑𝑒𝑛𝑡𝑖   
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Esempio - Eventi indipendenti - (estrazione con reimbussolamento)   

Consideriamo il seguente esperimento aleatorio:  

Un sacchetto contiene 3 palline numerate.        
Dal sacchetto estraiamo una pallina e poi una 
seconda pallina, dopo che la prima pallina è 
stata rimessa nel sacchetto. 
Calcoliamo la probabilità che nelle due estrazioni 
successive vengono estratti due numeri dispari. 

Consideriamo gli eventi:    

𝐸ଵ = ”𝐼𝑙 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑜 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑒𝑠𝑡𝑟𝑎𝑡𝑡𝑜 è 𝑑𝑖𝑠𝑝𝑎𝑟𝑖". 

𝐸ଶ = ”𝐼𝑙 𝑠𝑒𝑐𝑜𝑛𝑑𝑜 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑒𝑠𝑡𝑟𝑎𝑡𝑡𝑜 è 𝑑𝑖𝑠𝑝𝑎𝑟𝑖". 

 

I due eventi 𝐸ଵ e 𝐸ଶ sono indipendenti, poiché il verificarsi dell’uno non altera la 
probabilità di verificarsi dell’altro. Si ha pertanto: 

𝑃(𝐸ଵ) =
2

3
            𝑃(𝐸ଶ) =

2

3
           ⇒        𝑃(𝐸ଵ ∩ 𝐸ଶ) = 𝑝(𝐸ଵ) ∙ 𝑝(𝐸ଵ) =

4

9
 . 

Infatti dal diagramma cartesiano si ricava che lo spazio campionario è costituito 
dalle 9 coppie di numeri (blu/rosse), mentre i casi favorevoli sono le 4 coppie rosse. 

 
Il problema può essere risolto anche 
utilizzando il diagramma ad albero. 
La diramazione del livello superiore si 
riferisce alla prima estrazione. 

Le diramazioni del livello inferiore si 
riferiscono alla seconda estrazione. 

 

La probabilità richiesta si ottiene moltiplicando le probabilità delle due frecce verdi.  

𝑃(𝐸ଵ ∩ 𝐸ଶ) = 𝑝(𝐸ଵ) ∙ 𝑝(𝐸ଶ) =
4

9
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Esempio - Eventi dipendenti - (estrazione senza reimbussolamento)   

Consideriamo il seguente esperimento aleatorio:  

Un sacchetto contiene 3 palline numerate.       
Dal sacchetto estraiamo una pallina e poi una 
seconda pallina, senza rimettere la prima nel 
sacchetto. 
Calcoliamo la probabilità che nelle due estrazioni 
successive vengono estratti due numeri dispari. 

Consideriamo gli eventi:    

𝐸ଵ = ”𝐼𝑙 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑜 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑒𝑠𝑡𝑟𝑎𝑡𝑡𝑜 è 𝑑𝑖𝑠𝑝𝑎𝑟𝑖". 

𝐸ଶ = ”𝐼𝑙 𝑠𝑒𝑐𝑜𝑛𝑑𝑜 𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑒𝑠𝑡𝑟𝑎𝑡𝑡𝑜 è 𝑑𝑖𝑠𝑝𝑎𝑟𝑖". 

 

In questo caso però, i due eventi 𝐸ଵ e  𝐸ଶ sono dipendenti, poiché il verificarsi del 
primo evento altera la probabilità di verificarsi del secondo. 

𝑃(𝐸ଵ) =
2

3
          𝑃(𝐸ଶ/𝐸ଵ) =

1

2
         ⇒        𝑃(𝐸ଵ ∩ 𝐸ଶ) = 𝑝(𝐸ଵ) ∙ 𝑃(𝐸ଶ/𝐸ଵ) =

1

3
 . 

Nel diagramma cartesiano lo spazio campionario è costituito soltanto dalle 6 coppie 
di numeri diversi. Trattandosi di una estrazione senza reimbussolamento il numero 
estratto non può essere estratto di nuovo (non ci sono le coppie di numeri uguali). 

I casi favorevoli sono soltanto le due coppie rosse:  (1; 3) , (3; 1) . 

Pertanto la probabilità è:   𝑃(𝐸ଵ ∩ 𝐸ଶ) =
ଶ

଺
=

ଵ

ଷ
 . 

 

Il problema può essere risolto anche 
utilizzando il diagramma ad albero. 
La diramazione del livello superiore si 
riferisce alla prima estrazione. 

Le diramazioni del livello inferiore si 
riferiscono alla seconda estrazione. 

 

La probabilità richiesta si ottiene moltiplicando le probabilità delle due frecce verdi.  

𝑃(𝐸ଵ ∩ 𝐸ଶ) = 𝑝(𝐸ଵ) ∙ 𝑃(𝐸ଶ/𝐸ଵ) =
2

3
∙

1

2
 .  
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PROVA INVALSI - 2011-2012 
Quesito D6 

Su una popolazione di 10 individui il 10% è affetto da una malattia, mentre il 90% 
è sano. Il test che diagnostica la presenza della malattia è affidabile solo 
parzialmente: nel 5% dei casi rileva la malattia su un individuo sano e nell’1% dei 
casi non rileva la malattia su un individuo malato. Il diagramma riassume la 
situazione: 

Soluzione 1 
 

 
 

Utilizzando i dati del diagramma ad albero, completa la seguente tabella. 

 Esito corretto del test Esito errato del test Totale 

Sani 8550 450 9.000 

Malati 990 10 1.000 

Totale 9540 460 10.000 
 

a. Qual è la probabilità che l’esito del test sia corretto per una persona scelta a caso 
da quella popolazione ? 

𝑃(𝐸𝑠𝑖𝑡𝑜 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑡𝑡𝑜) =
9540

10000
= 0,954 = 95,4% 

b. Qual è la probabilità che un individuo, preso a caso tra tutti quelli che hanno 
avuto un esito corretto al test, sia sano?  

𝑃(𝑆𝑎𝑛𝑜/𝐶𝑜𝑟𝑟𝑒𝑡𝑡𝑜) =
8550

9540
≅ 0,896 ≅ 89,6% . 
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Soluzione 2 
 
 

 

𝑃(𝐸𝑠𝑖𝑡𝑜 𝑐𝑜𝑟𝑟𝑒𝑡𝑡𝑜) =
90

100
∙

95

100
+

10

100
∙

99

100
=

8550

10000
+

990

10000
=

954

10000
  . 

 


