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Dato il fascio di parabole di equazione  𝑘𝑥ଶ − 𝑦 + (1 − 2𝑘)𝑥 − 3𝑘 − 2 = 0 : 

a. studia le caratteristiche del fascio e determina i punti base ; 

b. determina l’equazione della retta  𝒔  secante a tutte le parabole del fascio (parabola degenere) ; 

c. determina la parabola  𝜸  del fascio avente come asse di simmetria la retta di equazione  𝑥 =
ଷ

ସ
 ; 

d. determina l’area del segmento parabolico limitato dalla parabola  𝜸  e dalla retta  𝒔 ; 

e. determina l’area del quadrilatero 𝑨𝑶𝑩𝑪, essendo 𝑪 il punto di intersezione di 𝜸 con l’asse delle 𝑦 . 
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Soluzione 
Soluzione a 

Determiniamo la forma canonica: 
𝑦 = 𝑘𝑥ଶ + (1 − 2𝑘)𝑥 − 3𝑘 − 2   

Determiniamo le coordinate del vertice : 

𝑥௏ = −
𝑏

2𝑎
= −

1 − 2𝑘

2𝑘
=

2𝑘 − 1

2𝑘
 

𝑦௏ = 𝑘 ቀ
ଶ௞ିଵ

ଶ௞
ቁ

ଶ
+ (1 − 2𝑘)

ଶ௞ିଵ

ଶ௞
− 3𝑘 − 2 =

(ଶ௞ିଵ)మ

ସ௞
−

(ଶ௞ିଵ)మ

ଶ௞
− 3𝑘 − 2 =

ସ௞మାଵିସ௞ି଼௞మିଶା଼௞ିଵଶ௞మି଼௞

ସ௞
=   

=
ିଵ଺௞మିସ௞ିଵ

ସ௞
  

⇒            𝑉 ቀ
ଶ௞ିଵ

ଶ௞
;

ିଵ଺௞మିସ௞ିଵ

ସ௞
ቁ        Il vertice dipende dal parametro  𝑘 .    

Pertanto le parabole del fascio hanno il vertice variabile e l’asse di simmetria variabile . 

Studiamo la concavità: 

Se  𝑘 > 0   ⟶   le parabole volgono la concavità verso l’alto.  

Se  𝑘 < 0   ⟶   le parabole volgono la concavità verso il basso.  

Se  𝑘 = 0   ⟶   la parabola è degenere: retta   𝑦 = 𝑥 − 2  . 

Determiniamo le parabole generatrici: 
Scriviamo il fascio di parabole come combinazione lineare: 

𝑘𝑥ଶ − 𝑦 + (1 − 2𝑘)𝑥 − 3𝑘 − 2 = 0 ;                   𝑘𝑥ଶ − 𝑦 + 𝑥 − 2𝑘𝑥 − 3𝑘 − 2 = 0 

−𝑦 + 𝑥 − 2 + 𝑘 ∙ (𝑥ଶ − 2𝑥 − 3) = 0 ; 

Le parabole generatrici hanno equazione:    

𝑘 = 0       ⟶       𝑦 = 𝑥 − 2       la parabola è degenere 

𝑘 → ∞     ⟶       𝑥ଶ − 2𝑥 − 3 = 0 ;         (𝑥 + 1)(𝑥 − 3)        
𝑥 = −1
𝑥 = +3

         coppia di rette verticali 

Determiniamo i punti base: 

൜
𝑦 = 𝑥 − 2            

𝑥ଶ − 2𝑥 − 3 = 0
          ൝𝑥ଵ = −1

𝑥ଶ = +3

         
൜
𝑥ଵ = −1
𝑦ଵ = −3

 

൜
𝑥ଶ = +3
𝑦ଶ = +1

 
                ⇒         𝐴(−1; −3)      𝐵(3; 1) 

Il fascio ha due punti base. 
Le parabole sono tutte secanti nei punti base. 

Disegniamo alcune parabole del fascio:  
 
Soluzione b 

l’equazione della retta  𝑠  secante a tutte le parabole del fascio è   𝑦 = 𝑥 − 2  . 
 

Soluzione c 

La parabola  𝜸  del fascio avente come asse di simmetria la retta di equazione  𝑥 =
ଷ

ସ
  si ottiene ponendo    −

௕

ଶ௔
=

ଷ

ସ
 

−
1 − 2𝑘

2𝑘
=

3

4
 ;           

2𝑘 − 1

2𝑘
=

3

4
 ;           4(2𝑘 − 1) = 3 ∙ 2𝑘 ;            8𝑘 − 4 = 6𝑘 ;       2𝑘 = 4 ;       𝑘 = 2  . 

La parabola  𝜸  ha equazione:  

𝑦 = 2𝑥ଶ + (1 − 2 ∙ 2)𝑥 − 3 ∙ 2 − 2 ;                            𝒚 = 𝟐𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 − 𝟖 .   

𝑥௏ = −
−3

2 ∙ 2
=

3

4
 ;                            𝑦௏ = 2 ൬

3

4
൰

ଶ

− 3 ∙
3

4
− 8 = 2 ∙

9

16
−

9

4
− 8 =

9

8
−

9

4
− 8 =

9 − 18 − 64

8
= −

73

8
 

⇒         𝑉 ቀ
ଷ

ସ
 ;  −

଻ଷ

଼
ቁ  .  



Soluzione d 

L’equazione della retta secante 𝑠 è:     𝑦 = 𝑥 − 2 .   

Determiniamo l’equazione della retta tangente  𝒕  alla parabola  parallela alla retta secante 𝑠 : 

൜
𝑦 = 2𝑥ଶ − 3𝑥 − 8
𝑦 = 𝑥 + 𝑞               

           ቄ
−

2𝑥ଶ − 3𝑥 − 8 = 𝑥 + 𝑞     
        ቄ

−
2𝑥ଶ − 4𝑥 − 8 − 𝑞 = 0

               

Imponiamo la condizione di tangenza:      
∆

ସ
= 0 ;                

൬
𝑏

2
൰

ଶ

− 4𝑐 = 0 ;                 (−2)ଶ − 2 ∙ (−8 − 𝑞) = 0 ; 

4 + 16 + 2𝑞 = 0 ;               2𝑞 = −20 ;             𝑞 = −10  . 

La retta tangente  𝒕  ha equazione:    𝑦 = 𝑥 − 10 . 

In forma implicita:    𝑥 − 𝑦 − 10 = 0 . 

La misura della base AB del rettangolo 𝐴𝐴ᇱ𝐵ᇱ𝐵  è : 

𝐴𝐵തതതത = ට(𝑥஺ − 𝑥஻)2 + (𝑦஺ − 𝑦஻)2 = 

= ඥ(−1 − 3)2 + (−3 − 1)2 = √16 + 16 = √32 = 4√2 . 

La misura dell’altezza 𝐴𝐴ᇱ   è : 

𝐴𝐴ᇱതതതതത = 𝑑(𝐴 , 𝑡) =
|𝑎𝑥஺ + 𝑏𝑦஺ + 𝑐|

ඥ𝑎2 + 𝑏2
= 

=
|1 ∙ (−1) − 1 ∙ (−3) − 10|

ට12 + (−1)2

=
|−1 + 3 − 10|

√2
=

8

√2
  . 

L’area del segmento parabolico è : 

𝑆஺஻் =
ଶ

ଷ
∙ 𝑆஺஻஻ᇲ஺ᇲ =

ଶ

ଷ
∙ 𝐴𝐵തതതത ∙ 𝐴𝐴ᇱതതതതത =

ଶ

ଷ
∙ 4√2 ∙

଼

√ଶ
=

଺ସ

ଷ
  . 

 

 

Soluzione e 

Il punto C ha coordinate  𝐶(−8 ;  0) 

𝑂𝐶തതതത = |𝑦ை − 𝑦஼| = |0 − (−8)| = 8 . 

𝐴𝐻തതതത = |𝑥ு − 𝑥஺| = |0 − (−1)| = 1 . 

𝐵𝐾തതതത = |𝑥஻ − 𝑥௄| = |3 − 0| = 3 . 

 

L’area del quadrilatero 𝐴𝑂𝐵𝐶  è : 

𝑆஺ை஻஼ = 𝑆஺ை஼ + 𝑆஻ை஼ =
1

2
∙ 𝑂𝐶തതതത ∙ 𝐴𝐻തതതത +

1

2
∙ 𝑂𝐶തതതത ∙ 𝐵𝐾തതതത =

1

2
∙ 8 ∙ 1 +

1

2
∙ 8 ∙ 3 = 16 . 

 
 
 
 
 
 

 

 

 

  


