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Quesito 1 
Data la seguente famiglia di curve:  ሺ݇ + 1ሻݔଶ + ଶݕ + ሺ݇ + 2ሻݔ − ݕ + ݇ = 0 ,   ݇ ∈ ܴ , 
determina per quali valori di k l’equazione rappresenta: 

a. una parabola; 
b. un’iperbole 
c. un’iperbole equilatera 
d. un’ellisse  

e. una circonferenza 
f. una retta 
g. due rette incidenti. 

 
 
 

 
 
Quesito 2 
Determina le equazioni della parabola e dell’iperbole 
equilatera riferita ai suoi asintoti della figura. Ricava le 
coordinate dell’ulteriore punto ܤ di intersezione tra le due 
curve e l’area del triangolo ܸܤܣ. Trova l’equazione della 
circonferenza passante per i punti V, A e B, verifica che 
essa è tangente in A alla parabola. 

  

  
 
 
Quesito 3 
Rappresenta graficamente la conica di equazione:   4ݔଶ − ଶݕ9 + ݔ8 − ݕ72 − 464 = 0 
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Quesito 1 
Data la seguente famiglia di curve:  ሺ݇ + 1ሻݔଶ + ଶݕ + ሺ݇ + 2ሻݔ − ݕ + ݇ = 0 ,   ݇ ∈ ܴ , 
determina per quali valori di k l’equazione rappresenta: 

a. una parabola; 
b. un’iperbole 
c. un’iperbole equilatera 
d. un’ellisse  

e. una circonferenza 
f. una retta 
g. due rette incidenti. 

Soluzione a 

L’equazione data è l’equazione di una conica:    ݔܣଶ + ଶݕܤ + ݔܥ + ݕܦ + ܧ + ݕݔܨ = 0 . 

In questo caso i coefficienti sono: 

ܣ = ݇ + ܤ               1 = ܥ               1 = ݇ + ܦ               2 = ܧ               1− = ܨ               ݇ = 0 . 

L’equazione data rappresenta una parabola con asse parallelo a uno degli assi cartesiani se uno dei due 
termini di secondo grado ݔଶ  o  ݕଶ si annulla.  

Per  ݇ = −1  si ottiene la parabola di equazione:   ݕଶ + ݔ − ݕ − 1 = 0 ; ݔ               = ଶݕ− + ݕ + 1 .    

Soluzione b 

L’equazione data rappresenta un’iperbole se i coefficienti dei termini di secondo grado sono discordi.  

Cioè  ܣ ∙ ܤ < 0 ;             ሺ݇ + 1ሻ ∙ 1 < 0 ;       ݇ < −1 

Soluzione c 

In particolare l’iperbole è equilatera  se  ܣ = ݇      cioè se    , ܤ− + 1 = −1 ;           ݇ = −2  (accettabile) . 

Per  ݇ = −2   si ottiene:   

ሺ−2 + 1ሻݔଶ + ଶݕ + ሺ−2 + 2ሻݔ − ݕ − 2 = 0  ; ଶݔ−            + ଶݕ − ݕ − 2 = 0  .             
Soluzione d 

L’equazione  ሺ݇ + 1ሻݔଶ + ଶݕ + ሺ݇ + 2ሻݔ − ݕ + ݇ = 0   rappresenta un’ellisse se i coefficienti dei termini di 

secondo grado sono concordi con la condizione di realtà  ߜ =
஼మ

ସ஺
+

஽మ

ସ஻
−  . ܧ

I  Caso    –   ܣ > 0    ∧ ܤ     > 0    ∧ ߜ    > 0   II  Caso  –   ܣ < 0    ∧ ܤ     < 0    ∧ ߜ    < 0       

൞

ܣ > 0                     
ܤ > 0                     
ଶܥ

ܣ4
+

ଶܦ

ܤ4
− ܧ > 0

                 ൞

݇ + 1 > 0                          
1 > 0                                 

ሺ݇ + 2ሻଶ

4ሺ݇ + 1ሻ
+

ሺ−1ሻଶ

4 ∙ 1
− ݇ > 0

  

൞

݇ > −1                            
∀݇ ∈ ܴ                        

ሺ݇ + 2ሻଶ + ݇ + 1 − 4݇ሺ݇ + 1ሻ

4ሺ݇ + 1ሻ
> 0

         

൞

݇ > −1                           
                                             

݇ଶ + 4 + 4݇ + ݇ + 1 − 4݇ଶ − 4݇
4ሺ݇ + 1ሻ

> 0
  

൞

݇ > −1              
                            

−3݇ଶ + ݇ + 5
4ሺ݇ + 1ሻ

> 0
            ൞

݇ > −1              
                            

3݇ଶ − ݇ − 5
4ሺ݇ + 1ሻ

< 0
  

ቊ
݇ > −1                                              

݇ <
ଵି√଺ଵ

଺
    ∨  −1 < ݇ < ଵା√଺ଵ

଺

                     − 1 < ݇ < ଵା√଺ଵ

଺
 . 

൞

ܣ < 0                     
ܤ < 0                     
ଶܥ

ܣ4
+

ଶܦ

ܤ4
− ܧ < 0

              ൞

݇ + 1 < 0                      
1 < 0                           

ሺ݇ + 2ሻଶ

4ሺ݇ + 1ሻ
+

ሺ−1ሻଶ

4 ∙ 1
− ݇ < 0

  

ە
۔

ۓ
݇ < −1                      

∄ ݇ ∈ ܴ                           
ሺ݇ + 2ሻଶ

4ሺ݇ + 1ሻ
+

ሺ−1ሻଶ

4 ∙ 1
− ݇ < 0

              ∄ ݇ ∈ ܴ   

 

 

  



L’equazione data rappresenta un’ellisse se   −1 < ݇ <
1+√61

6
  . 

Calcoli 

3݇ଶ − ݇ − 5
4ሺ݇ + 1ሻ

< 0 
  

             
1 − √61

6
           − 1              

1 + √61
6

 

3݇ଶ − ݇ − 5 > 0 ݇ <
1 − √61

6
    ∨    ݇ >

1 + √61
6

  + - - +  

4ሺ݇ + 1ሻ > 0 ݇ > −1  - - + +  

݇ଵ,ଶ =
1 ∓ √61

6
 ≅  

݇ଵ = −1,14
݇ଶ = +1,47  - + - +  

   

 

Soluzione e 

L’equazione data rappresenta una circonferenza se   ܣ = ݇  cioè se  , ܤ + 1 = 1 ;    ݇ = 0   Soluzione accettabile. 

Soluzione f 

Per nessun valore di ݇  l’equazione rappresenta una retta, perché i termini di secondo grado non si annullano 
mai entrambi. 

Soluzione g 

Si ottengono due rette incidenti quando: 

൝
ܣ ∙ ܤ < 0               
ଶܥ

ܣ4
+

ଶܦ

ܤ4
− ܧ = 0

           ቐ
ሺ݇ + 1ሻ ∙ 1 < 0               

ሺ݇ + 2ሻଶ

4ሺ݇ + 1ሻ
+

ሺ−1ሻଶ

4 ∙ 1
− ݇ = 0

           ቐ
݇ < −1               

݇ =
1 ∓ √61

6
    

             ݇ =
1 − √61

6
 

  
Quesito 2 
Determina le equazioni della parabola e dell’iperbole equilatera 
riferita ai suoi asintoti della figura. Ricava le coordinate 
dell’ulteriore punto ܤ di intersezione tra le due curve e l’area del 
triangolo ܸܤܣ. Trova l’equazione della circonferenza passante per i 
punti V, A e B, verifica che essa è tangente in A alla parabola e 
determina l’equazione della retta tangente comune. 

Soluzione 

L’iperbole equilatera ha equazione del tipo  ݕݔ = ݇ . 

Imponiamo il passaggio per il punto ܸሺ1 ; 2ሻ . 

1 ∙ 2 = ݇ ;          ݇ = 2 .        ⟹ ݕݔ        = 2 . 

La parabola ha equazione del tipo:  ݕ = ଶݔܽ + ݔܾ + ܿ 

Imponiamo il passaggio per ܣ e ܸ e la conoscenza del vertice della parabola ܸ . 

൞

2 = ܽ + ܾ + ܿ
1 = 4ܽ + 2ܾ + ܿ

−
ܾ

2ܽ
= 1             

              ൝
ܽ + ܾ + ܿ = 2 

4ܽ + 2ܾ + ܿ = 1
ܾ = −2ܽ            

           ൝
ܽ − 2ܽ + ܿ = 2 
4ܽ − 4ܽ + ܿ = 1

−            

           ൝
−ܽ + ܿ = 2 
ܿ = 1          

−            

          ൝
−ܽ + 1 = 2 

−          
−            

  

൝
ܽ = −1
ܾ = 2   
ܿ = 1   

            ⟹ ݕ            = ଶݔ− + ݔ2 + 1  . 

൜
ݕ = ଶݔ− + ݔ2 + 1
ݕݔ = 2                   

                ቐ
ݕ = ଶݔ− + ݔ2 + 1

ݕ =
2
ݔ

                   
              ൞

2
ݔ

= ଶݔ− + ݔ2 + 1

−                   

         ൝
2 = ଷݔ− + ଶݔ2 + ݔ

−                   

  

൝
ଷݔ − ଶݔ2 − ݔ + 2 = 0

−                   

  



Applicando la regola di Ruffini si ha: 

ଷݔ − ଶݔ2 − ݔ + 2 = ሺݔ − 1ሻሺݔଶ − ݔ − 2ሻ = 

= ሺݔ − 1ሻሺݔ + 1ሻሺݔ − 2ሻ 

 1 −2 −1 +2 

1  +1 −1 −2 

 1 −1 −2 0 

൝
ଵݔ = 1      ∨ ଶݔ      = 2  ∨ ଷݔ      = −1

−                   

                ⟹       
ܸሺ1 ; 2ሻ     

; ሺ2ܣ  1ሻ       
; ሺ−1ܤ −2ሻ

   

L’area del triangolo  ܸܤܣ è: 

L’area del triangolo è: 

ܵ௏஺஻ = ฬ 
1
2

∙  ቚ
஺ݔ − ஻ݔ ஺ݕ − ஻ݕ
௏ݔ − ஻ݔ ௏ݕ − ஻ݕ

ቚ ฬ  =  ฬ 
1
2

∙  ቚ2 + 1 1 + 2
1 + 1 2 + 2

ቚ ฬ  =  ฬ 
1
2

∙  ቚ3 3
2 4

ቚ ฬ  =  ฬ 
1
2

∙ ሾ3 ∙ 4 − 2 ∙ 3 ሿ ฬ =  3  . 

 

L’equazione della circonferenza  ݔଶ + ଶݕ + ݔܽ + ݕܾ + ܿ = 0  si ottiene imponendo il passaggio per i tre punti 
A , B e V: 

൝
1 + 4 + ܽ + 2ܾ + ܿ = 0
4 + 1 + 2ܽ + ܾ + ܿ = 0
1 + 4 − ܽ − 2ܾ + ܿ = 0

                  ൝
ܽ + 2ܾ + ܿ = −5
2ܽ + ܾ + ܿ = −5

−ܽ − 2ܾ + ܿ = −5

                    1௔ + 3௔              ൝
2ܿ = −10

                 ൝
ܿ = −5

  

ቊ
−

ܽ + 2ܾ − 5 = −5
2ܽ + ܾ − 5 = −5

                             ቊ
−

ܽ + 2ܾ = 0
2ܽ + ܾ = 0

                    ቊ
−

ܽ = −2ܾ    
−

                 ቊ
−

ܽ = −2ܾ    
−4ܾ + ܾ = 0

               ൝
ܿ = −5
ܽ = 0   
ܾ = 0   

  

L’equazione della circonferenza richiesta è  ݔଶ + ଶݕ − 5 = 0  . 

 

Verifichiamo che le due curve hanno la stessa retta tangente nel punto ܣ ሺ2 ; 1ሻ . 

Utilizzando le formule di sdoppiamento, la retta tangente alla parabola è: 
1 + ݕ

2
= ݔ2− + 2 ∙

2 + ݔ
2

+ 1  ;                       1 + ݕ = ݔ4− + 4 + ݔ2 + 2  ; ݕ                           = ݔ2− + 5  . 

Utilizzando le formule di sdoppiamento, la retta tangente alla circonferenza è: 

2 ∙ ݔ + 1 ∙ ݕ − 5 = 0  ; ݕ                 = ݔ2− + 5  .  

 
 

 



Quesito 3 
Rappresenta graficamente la conica di equazione:   4ݔଶ − ଶݕ9 + ݔ8 − ݕ72 − 464 = 0 
Soluzione 

L’equazione data è l’equazione di una conica:    ݔܣଶ + ଶݕܤ + ݔܥ + ݕܦ + ܧ + ݕݔܨ = 0 . 

In questo caso i coefficienti sono: 

ܣ = ܤ               4 = ܥ               9− = ܦ               8 = ܧ              72− = ܨ               464− = 0 . 

Essendo  ܣ ∙ ܤ = 4 ∙ ሺ−9ሻ = −36 < 0      ∧         

ߜ =
஼మ

ସ஺
+

஽మ

ସ஻
− ܧ =

଺ସ

ସ∙ସ
+

ହଵ଼ସ

ସ∙ሺିଽሻ
+ 464 =

଺ସ

ଵ଺
+

ହଵ଼ସ

ଷ଺
+ 464 =

ହ଻଺ାଶ଴଻ଷ଺ା଺଺଼

ଵସସ
> 0  

L’equazione rappresenta l’equazione di una iperbole con asse trasverso parallelo all’asse delle x . 

L’equazione può essere riscritta nella seguente forma:  

ଶݔ4 − ଶݕ9 + ݔ8 − ݕ72 − 464 = 0                                                                      4ሺݔଶ + ሻݔ2 − 9ሺݕଶ + ሻݕ8 − 464 = 0 ;   

4ሺݔଶ + ݔ2 + 1ሻ − 9ሺݕଶ + ݕ8 + 16ሻ − 464 = 4 − 144 ;                                4ሺݔ + 1ሻଶ − 9ሺݕ + 4ሻଶ = 324 ;  

ሺݔ + 1ሻଶ

81
−  

ሺݕ + 4ሻଶ

36
= 1  ;         ݄ܿ݁ è ݈݀݁ ݋݌݅ݐ          

ሺݔ − ሻଶ݌

ܽଶ −  
ሺݕ − ሻଶݍ

ܾଶ = 1         

Si tratta di una iperbole con asse trasverso parallelo all’asse x immagine dell’iperbole  
௫మ

଼ଵ
−  

௬మ

ଷ଺
= 1  nella 

traslazione di vettore  ݒԦ ሺ−1 ;  −4ሻ . 
Il centro di simmetria ha coordinate:  ܱ’ሺ ݌ ;  . ሻ  cioè   ܱ’ሺ−1 ; −4ሻݍ 
I vertici reali hanno coordinate:   

ଵܸ ሺ݌ + ܽ; ݌ሻ        ଶܸ ሺݍ   − ܽ; ሻ  cioè      ଵܸ ሺ−1ݍ   + 9  ;  −4ሻ        ଶܸ ሺ−1 − 9  ;  −4ሻ   

cioè      ଵܸ ሺ8  ;  −4ሻ        ଶܸ ሺ−10  ;  −4ሻ     

Gli asintoti hanno equazione:   

ݕ − ݍ = േ
ܾ
ܽ

ሺݔ −               ; ሻ݌

ݕ + 4 = േ
2
3

ሺݔ + 1ሻ ;              

Il suo grafico è di seguito rappresentato. 

 
 

 
 


