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LLaa  RReettttaa  

EEsseerrcciizzii  

  

EEsseerrcciizziioo  222266..447722  

Determina il terzo vertice A di un triangolo di cui 
sono noti due vertici  ܤሺ3;െ1ሻ , ܥሺെ1;െ3ሻ  e 

l’ortocentro  ܪ ቀ
ଶଵ

ସ
; 
ଷ

ସ
ቁ . 

Soluzione 1 

Analizziamo il problema ragionando, per semplicità, 
su un triangolo acutangolo. 

L’ortocentro H è il punto di incontro delle tre altezze.  

Determiniamo prima l’equazione dell’altezza  AH: 

݉஻஼ ൌ
െ1 ൅ 3

3 ൅ 1
ൌ
2

4
ൌ
1

2
         ⇒        ݉஺ு ൌ െ2 

ݕ    :ܪܣ െ
3

4
ൌ െ2൬ݔ െ

21

4
൰      … ݕ      ൌ െ2ݔ ൅

45

4
 

Il vertice A ha quindi coordinate  ܣ ቀ݇; െ2݇ ൅
ସହ

ସ
ቁ 

Determiniamo poi l’equazione dell’altezza  BH: 

݉஺஼ ൌ
െ2݇ ൅

45
4
൅ 3

݇ ൅ 1
ൌ
െ2݇ ൅

57
4

݇ ൅ 1
         ⇒        ݉஻ு ൌ

݇ ൅ 1

2݇ െ
57
4

ൌ
݇ ൅ 1

8݇ െ 57
4

ൌ
4ሺ݇ ൅ 1ሻ

8݇ െ 57
 

BH :  

ݕ െ
3

4
ൌ
4ሺ݇ ൅ 1ሻ

8݇ െ 57
൬ݔ െ

21

4
൰ ݕ                                                                   െ

3

4
ൌ
4ሺ݇ ൅ 1ሻ

8݇ െ 57
ݔ െ

4ሺ݇ ൅ 1ሻ

8݇ െ 57
∙
21

4
                   

ݕ ൌ
4ሺ݇ ൅ 1ሻ

8݇ െ 57
ݔ ൅

3

4
െ
21ሺ݇ ൅ 1ሻ

8݇ െ 57
ݕ                                                         ൌ

4ሺ݇ ൅ 1ሻ

8݇ െ 57
ݔ ൅

3ሺ8݇ െ 57ሻ െ 4 ∙ 21ሺ݇ ൅ 1ሻ

4ሺ8݇ െ 57ሻ
 

ݕ ൌ
4ሺ݇ ൅ 1ሻ

8݇ െ 57
ݔ ൅

24݇ െ 171 െ 84݇ െ 84

4ሺ8݇ െ 57ሻ
ݕ                                     ൌ

4ሺ݇ ൅ 1ሻ

8݇ െ 57
ݔ ൅

െ60݇ െ 255

4ሺ8݇ െ 57ሻ
 

Non avendo sfruttato le coordinate del punto B nel determinare l’equazione della retta BH, possiamo utilizzare questo 
dato per ricavare il valore di k richiesto, imponendo il passaggio della retta BH per il punto B: 

െ1 ൌ
4ሺ݇ ൅ 1ሻ

8݇ െ 57
∙ 3 ൅

െ60݇ െ 255

4ሺ8݇ െ 57ሻ
                                                     െ 1 ൌ

12ሺ݇ ൅ 1ሻ

8݇ െ 57
൅
െ60݇ െ 255

4ሺ8݇ െ 57ሻ
 

െ4ሺ8݇ െ 57ሻ ൌ 4 ∙ 12ሺ݇ ൅ 1ሻ െ 60݇ െ 255                                      െ 32݇ ൅ 228 ൌ 48݇ ൅ 48 െ 60݇ െ 255 

20݇ ൌ 435                           ݇ ൌ
435

20
ൌ
87

4
 

In definitiva le coordinate del punto A sono: 

஺ݔ ൌ ݇ ൌ
87

4
஺ݕ                    ݁                ൌ െ2݇ ൅

45

4
ൌ െ2 ∙

87

4
൅
45

4
ൌ െ

174

4
൅
45

4
ൌ െ

129

4
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Il grafico reale del problema è sotto rappresentato: 
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EEsseerrcciizziioo  222266..447722  

Determina il terzo vertice A di un triangolo di cui sono noti 

due vertici  ܤሺ3;െ1ሻ , ܥሺെ1;െ3ሻ  e l’ortocentro  ܪ ቀ
ଶଵ

ସ
; 
ଷ

ସ
ቁ . 

Soluzione 2 

Analizziamo il problema ragionando, per semplicità, su un 
triangolo acutangolo. 

L’ortocentro H è il punto di incontro delle tre altezze.  

Le coordinate del punto A si possono ottenere come 
intersezione dei due lati AB e AC.  

Determiniamo prima il coefficiente angolare dell’altezza  BH: 

݉஻ு ൌ

3
4
൅ 1

21
4
െ 3

ൌ

7
4
9
4

ൌ
7

4
∙  
4

9
ൌ
7

9
        ⇒        ݉஺஼ ൌ െ

9

7
 

Determiniamo poi l’equazione del lato AC: 

ݕ ൅ 3 ൌ െ
9

7
ሺݔ ൅ 1ሻ                          ݕ ൅ 3 ൌ െ

9

7
ݔ െ

9

7
 

ݕ ൌ െ
9

7
ݔ െ

9

7
െ ݕ                              3 ൌ െ

9

7
ݔ െ

30

7
 

Determiniamo prima il coefficiente angolare dell’altezza  CH: 

݉஼ு ൌ

3
4
൅ 3

21
4
൅ 1

ൌ

15
4
25
4

ൌ
15

4
∙  
4

25
ൌ
3

5
        ⇒        ݉஺஻ ൌ െ

5

3
 

Determiniamo poi l’equazione del lato AB: 

ݕ ൅ 1 ൌ െ
5

3
ሺݔ െ 3ሻ                                    ݕ ൅ 1 ൌ െ

5

3
ݔ ൅ ݕ                                       5 ൌ െ

5

3
ݔ ൅ 4  . 

Le coordinate del punto A sono date dall’intersezione delle due rette AB ed AC. 

൞
ݕ ൌ െ

5

3
ݔ ൅ 4  

ݕ ൌ െ
9

7
ݔ െ

30

7

                                      ൞
െ
9

7
ݔ െ

30

7
ൌ െ

5

3
ݔ ൅ 4  

                               ൝
െ27ݔ െ 90 ൌ െ35ݔ ൅ 84  

 

൝
ݔ8 ൌ 174  

                      

ە
ۖ
۔

ۖ
ݔۓ ൌ

174

8
ൌ
87

4
                                                                                               

ݕ ൌ െ
5

3
∙
174

8
൅ 4 ൌ െ

870

24
൅ 4 ൌ െ

870 ൅ 96

24
ൌ െ

774

24
ൌ െ

129

4
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EEsseerrcciizziioo  222266..447722  

Determina il terzo vertice A di un triangolo di cui sono noti 

due vertici  ܤሺ3;െ1ሻ , ܥሺെ1;െ3ሻ  e l’ortocentro  ܪ ቀ
ଶଵ

ସ
; 
ଷ

ସ
ቁ . 

Soluzione 3 

Siano ሺ݄;  ݇ሻ le coordinate del punto A . Determiniamo le 
coordinate dell’ortocentro in funzione di queste coordinate. 

Determiniamo l’equazione dell’altezza BH: 

݉஺஼ ൌ
݇ ൅ 3

݄ ൅ 1
        ⇒        ݉஻ு ൌ െ

݄ ൅ 1

݇ ൅ 3
 

ݕ ൅ 1 ൌ െ
݄ ൅ 1

݇ ൅ 3
ሺݔ െ 3ሻ                      

ݕ ൅ 1 ൌ െ
݄ ൅ 1

݇ ൅ 3
ݔ ൅ 3

݄ ൅ 1

݇ ൅ 3
          

ݕ ൌ െ
݄ ൅ 1

݇ ൅ 3
ݔ ൅ 3

݄ ൅ 1

݇ ൅ 3
െ ݕ                      1 ൌ െ

݄ ൅ 1

݇ ൅ 3
ݔ ൅

3݄ ൅ 3 െ ݇ െ 3

݇ ൅ 3
ݕ                  ൌ െ

݄ ൅ 1

݇ ൅ 3
ݔ ൅

3݄ െ ݇

݇ ൅ 3
 

L’altezza BH passa per ܪ ቀ
ଶଵ

ସ
; 
ଷ

ସ
ቁ . Pertanto, imponendo il passaggio per tale punto si ha: 

3

4
ൌ െ

݄ ൅ 1

݇ ൅ 3
∙
21

4
൅
3݄ െ ݇

݇ ൅ 3
                         

3

4
ൌ െ

21ሺ݄ ൅ 1ሻ

4ሺ݇ ൅ 3ሻ
൅
3݄ െ ݇

݇ ൅ 3
                        3݇ ൅ 9 ൌ െ21݄ െ 21 ൅ 12݄ െ 4݇ 

9݄ ൅ 7݇ ൌ െ30 

 

Determiniamo l’equazione dell’altezza CH: 

݉஺஻ ൌ
݇ ൅ 1

݄ െ 3
        ⇒        ݉஼ு ൌ െ

݄ െ 3

݇ ൅ 1
ൌ
3 െ ݄

݇ ൅ 1
 

ݕ ൅ 3 ൌ
3 െ ݄

݇ ൅ 1
ሺݔ ൅ 1ሻ                                                         ݕ ൅ 3 ൌ

3 െ ݄

݇ ൅ 1
ݔ ൅

3 െ ݄

݇ ൅ 1
 

ݕ ൌ
3 െ ݄

݇ ൅ 1
ݔ ൅

3 െ ݄

݇ ൅ 1
െ ݕ                                                     3 ൌ

3 െ ݄

݇ ൅ 1
ݔ ൅

3 െ ݄ െ 3݇ െ 3

݇ ൅ 1
 

ݕ ൌ
3 െ ݄

݇ ൅ 1
ݔ ൅

െ݄ െ 3݇

݇ ൅ 1
 

 

L’altezza CH passa per ܪ ቀ
ଶଵ

ସ
; 
ଷ

ସ
ቁ . Pertanto, imponendo il passaggio per tale punto si ha: 

3

4
ൌ
3 െ ݄

݇ ൅ 1
∙
21

4
൅
െ݄ െ 3݇

݇ ൅ 1
                         

3

4
ൌ
21ሺ3 െ ݄ሻ

4ሺ݇ ൅ 1ሻ
൅
െ݄ െ 3݇

݇ ൅ 1
                             3݇ ൅ 3 ൌ 63 െ 21݄ െ 4݄ െ 12݇ 

25݄ ൅ 15݇ ൌ 60                                           5݄ ൅ 3݇ ൌ 12 

 

Risolvendo il sistema fra le due relazioni ottenute si ha: 

ቄ
9݄ ൅ 7݇ ൌ െ30
5݄ ൅ 3݇ ൌ 12   

 

ܦ ൌ ቚ
9 7
5 3

ቚ ൌ 27 െ 35 ൌ െ8 

௛ܦ ൌ ቚ
െ30 7
12 3

ቚ ൌ െ90 െ 84 ൌ െ174                                     ܦ௞ ൌ ቚ
9 െ30
5 12

ቚ ൌ 108 ൅ 150 ൌ 258 

൬݄ ൌ
௛ܦ
ܦ
ൌ
െ174

െ8
ൌ
87

4
    ;       ݇ ൌ

௞ܦ
ܦ
ൌ
258

െ8
ൌ െ

129

4
൰ 
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EEsseerrcciizziioo  222266..447733  

Dati i punti ܣሺെ4; 2ሻ, ܤሺെ1; െ4ሻ e la retta  ݎ  di 
equazione ݔ ൅ ݕ2 െ 1 ൌ 0, determina su ݎ i punti 
 sia un trapezio ܦܥܤܣ tali che il quadrilatero ܦ e ܥ
rettangolo in ܣ e in ܤ. Calcola poi l’area di ܦܥܤܣ. 

Soluzione 

Il coefficiente angolare della retta AB è: 

݉஺஻ ൌ
2 ൅ 4

െ4 ൅ 1
ൌ െ2    ⇒  

݉஺஽ ൌ
1

2
            ݁            ݉஻஼ ൌ

1

2
 

L’equazione della retta ܦܣ è: 

ݕ െ ஺ݕ ൌ ݉஺஽ሺݔ െ ; ஺ሻݔ ݕ              െ 2 ൌ
1

2
ሺݔ ൅ 4ሻ 

ݕ െ 2 ൌ
1

2
ݔ ൅ 2 ; ݕ                           ൌ

1

2
ݔ ൅ 4 

 

L’equazione della retta ܥܤ è: 

ݕ െ ஻ݕ ൌ ݉஻஼ሺݔ െ ; ஻ሻݔ ݕ                  ൅ 4 ൌ
1

2
ሺݔ ൅ 1ሻ 

ݕ ൅ 4 ൌ
1

2
ݔ ൅

1

2
 ; ݕ                                ൌ

1

2
ݔ െ

7

2
 

 

Le coordinate del punto ܥ sono: 

൝
ܥܤ

ܦܥ
            ൝

ݕ ൌ
1

2
ݔ െ

7

2
       

ݔ ൅ ݕ2 െ 1 ൌ 0
           ቊ

െ       

ݔ ൅ 2 ൬
1

2
ݔ െ

7

2
൰ െ 1 ൌ 0            ൝ െ       

ݔ ൅ ݔ െ 7 െ 1 ൌ 0

           ቊ

െ       

ݔ2 ൌ 8
        ൝

ݔ ൌ 4  

ݕ ൌ െ
3

2

 

 

Le coordinate del punto ܦ sono: 

൝
ܦܣ

ܦܥ
            ൝

ݕ ൌ
1

2
ݔ ൅ 4       

ݔ ൅ ݕ2 െ 1 ൌ 0
           ቊ

െ       

ݔ ൅ 2 ൬
1

2
ݔ ൅ 4൰ െ 1 ൌ 0            ൝ െ       

ݔ ൅ ݔ ൅ 8 െ 1 ൌ 0

           ቊ

െ       

ݔ2 ൌ െ7
        ൞

ݔ ൌ െ
7

2
  

ݕ ൌ ൅
9

4

 

 

La misura del lato ܤܣ  è: 

തതതതܤܣ ൌ ඥሺെ4 ൅ 1ሻଶ ൅ ሺ2 ൅ 4ሻଶ ൌ ඥሺെ3ሻଶ ൅ 6ଶ ൌ √45 ൌ 3√5 

La misura del lato ܤܣ  è: 

തതതതܥܤ ൌ ඨሺെ1 െ 4ሻଶ ൅ ൬െ4 ൅
3

2
൰
ଶ

ൌ ඨሺെ5ሻଶ ൅ ൬െ
5

2
൰
ଶ

ൌ ඨ25 ൅
25

4
ൌ ඨ

100 ൅ 25

4
ൌ ඨ

125

4
ൌ
5

2
√5 

La misura del lato ܤܣ  è: 

തതതതܦܣ ൌ ඨ൬െ4 ൅
7

2
൰
ଶ

൅ ൬2 െ
9

4
൰
ଶ

ൌ ඨ൬െ
1

2
൰
ଶ

൅ ൬െ
1

4
൰
ଶ

ൌ ඨ
1

4
൅
1

16
ൌ ඨ

4 ൅ 1

16
ൌ ඨ

5

16
ൌ
1

4
√5 

Pertanto l’area del trapezio ܦܥܤܣ è: 

஺ܵ஻஼஽ ൌ
തതതതܥܤ ൅ തതതതܦܣ

2
∙ തതതതܤܣ ൌ

1

2
∙ ൬
5

2
√5 ൅

1

4
√5൰ ∙ 3√5 ൌ

3

2
∙
11

4
√5 ∙ √5 ൌ

165

8
 . 
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EEsseerrcciizziioo  222266..447744  

Dati i punti ܣሺ1; 5ሻ, ܤሺ5; െ3ሻ e la retta  ݎ  di 
equazione 2ݔ ൅ ݕ3 െ 5 ൌ 0 :  

a. determina  un punto ܥ su ݎ equidistante da 
 ;ܤ e ܣ

b. determina un punto ܦ in modo  
che il quadrilatero ܦܤܥܣ sia un 
parallelogramma; 

c. calcola l’area di ܦܤܥܣ. 

 

Soluzione  1.a 

La forma esplicita della retta ݎ è  ݕ ൌ െ
ଶ

ଷ
ݔ ൅

ହ

ଷ
 

Un punto qualsiasi della retta ݎ ha coordinate  

ܥ ቀ݇; െ
ଶ

ଷ
݇ ൅

ହ

ଷ
ቁ . 

Imponiamo che tale punto sia equidistante dai punti 
 .ܤ e ܣ

തതതതܥܣ ൌ തതതത ;                       ටሺ݇ܥܤ െ 1ሻଶ ൅ ቀെ
ଶ

ଷ
݇ ൅

ହ

ଷ
െ 5ቁ

ଶ
ൌ ටሺ݇ െ 5ሻଶ ൅ ቀെ

ଶ

ଷ
݇ ൅

ହ

ଷ
൅ 3ቁ

ଶ
 

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ሺ݇ۓ െ 1ሻଶ ൅ ൬െ

2

3
݇ ൅

5

3
െ 5൰

ଶ

൒ 0                                                                          

ሺ݇ െ 5ሻଶ ൅ ൬െ
2

3
݇ ൅

5

3
൅ 3൰

ଶ

൒ 0                                                                          

ቌඨሺ݇ െ 1ሻଶ ൅ ൬െ
2

3
݇ ൅

5

3
െ 5൰

ଶ

ቍ

ଶ

ൌ ቌඨሺ݇ െ 5ሻଶ ൅ ൬െ
2

3
݇ ൅

5

3
൅ 3൰

ଶ

ቍ

ଶ
 

Essendo i due radicandi positivi  ∀݇ ∈ ܴ ൒ 0   perché somma di quadrati, è sufficiente risolvere solo l’equazione: 

 ሺ݇ െ 1ሻଶ ൅ ቀെ
ଶ

ଷ
݇ െ

ଵ଴

ଷ
ቁ
ଶ
ൌ ሺ݇ െ 5ሻଶ ൅ ቀെ

ଶ

ଷ
݇ ൅

ଵସ

ଷ
ቁ
ଶ
 

݇ଶ ൅ 1 െ 2݇ ൅
4

9
݇ଶ ൅

100

9
൅
40

9
݇ ൌ ݇ଶ ൅ 25 െ 10݇ ൅

4

9
݇ଶ ൅

196

9
െ
56

9
݇ 

9݇ଶ ൅ 9 െ 18݇ ൅ 4݇ଶ ൅ 100 ൅ 40݇ ൌ 9݇ଶ ൅ 225 െ 90݇ ൅ 4݇ଶ ൅ 196 െ 56݇ 

168݇ ൌ 312                  ݇ ൌ
312

168
ൌ
13

7
 . 

 

Soluzione  2.a 

Un punto qualsiasi della retta r ha coordinate  ܥሺ݄;  ݇ሻ . 

Imponiamo che tale punto sia equidistante dai punti   ܣ  e  ܤ. 

തതതതܥܣ ൌ തതതത ;                       ඥሺ݄ܥܤ െ 1ሻଶ ൅ ሺ݇ െ 5ሻଶ ൌ ඥሺ݄ െ 5ሻଶ ൅ ሺ݇ ൅ 3ሻଶ 

൞

ሺ݄ െ 1ሻଶ ൅ ሺ݇ െ 5ሻଶ ൒ 0                                     

ሺ݄ െ 5ሻଶ ൅ ሺ݇ ൅ 3ሻଶ ൒ 0                                     

ቀඥሺ݄ െ 1ሻଶ ൅ ሺ݇ െ 5ሻଶቁ
ଶ
ൌ ቀඥሺ݄ െ 5ሻଶ ൅ ሺ݇ ൅ 3ሻଶቁ

ଶ
                           ൝

∀݄, ݇ ∈ ܴ ൒ 0                                     
∀݄, ݇ ∈ ܴ ൒ 0                                     

ሺ݄ െ 1ሻଶ ൅ ሺ݇ െ 5ሻଶ ൌ ሺ݄ െ 5ሻଶ ൅ ሺ݇ ൅ 3ሻଶ
 

ሺ݄ െ 1ሻଶ ൅ ሺ݇ െ 5ሻଶ ൌ ሺ݄ െ 5ሻଶ ൅ ሺ݇ ൅ 3ሻଶ 

݄ଶ ൅ 1 െ 2݄ ൅ ݇ଶ ൅ 25 െ 10݇ ൌ ݄ଶ ൅ 25 െ 10݄ ൅ ݇ଶ ൅ 9 ൅ 6݇ 

1 െ 2݄ െ 10݇ ൌ െ10݄ ൅ 9 ൅ 6݇                                                                        8݄ െ 16݇ െ 8 ൌ 0 

݄ െ 2݇ െ 1 ൌ 0                                                                                                        ݇ ൌ
1

2
݄ െ

1

2
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Pertanto il punto ܥ ha coordinate  ܥ ቀ݄; 
ଵ

ଶ
݄ െ

ଵ

ଶ
ቁ 

Imponendo l’appartenenza alla retta ݔ2   ݎ ൅ ݕ3 െ 5 ൌ 0  si ha: 

2݄ ൅ 3 ቀ
ଵ

ଶ
݄ െ

ଵ

ଶ
ቁ െ 5 ൌ 0                                  2݄ ൅

ଷ

ଶ
݄ െ

ଷ

ଶ
െ 5 ൌ 0                           4݄ ൅ 3݄ െ 3 െ 10 ൌ 0  

7݄ ൌ 13                                                                  ݄ ൌ
13

7
                                                   ݇ ൌ

1

2
∙
13

7
െ
1

2
ൌ
13

14
െ
1

2
ൌ

6

14
ൌ
3

7
 . 

 

 

Soluzione  3.a 

Il punto ܥ si può ottenere come intersezione fra l’asse 
del segmento ܤܣ e la retta ݎ. 

L’asse del segmento ܤܣ è dato da:  ܲܣതതതത ൌ  :തതതത  cioèܤܲ

ඥሺݔ െ ஺ሻݔ
ଶ ൅ ሺݕ െ ஺ሻݕ

ଶ ൌ ඥሺݔ െ ஻ሻݔ
ଶ ൅ ሺݕ െ ஻ሻݕ

ଶ 

Essendo i due radicandi positivi  ∀ݔ ∈ ܴ ൒ 0   perché 
somma di quadrati, è sufficiente risolvere l’equazione, 
elevando ambo i membri al quadrato: 

ቀඥሺݔ െ ஺ሻݔ
ଶ ൅ ሺݕ െ ஺ሻݕ

ଶቁ
ଶ

ൌ ቀඥሺݔ െ ஻ሻݔ
ଶ ൅ ሺݕ െ ஻ሻݕ

ଶቁ
ଶ

 

ሺݔ െ ஺ሻݔ
ଶ ൅ ሺݕ െ ஺ሻݕ

ଶ ൌ ሺݔ െ ஻ሻݔ
ଶ ൅ ሺݕ െ ஻ሻݕ

ଶ 

EEqquuaazziioonnee  ddeellll’’aassssee  ddeell  sseeggmmeennttoo  AABB  

Sostituendo le coordinate dei punti ܣ e ܤ si ottiene:  

ሺݔ െ 1ሻଶ ൅ ሺݕ െ 5ሻଶ ൌ ሺݔ െ 5ሻଶ ൅ ሺݕ ൅ 3ሻଶ 

ଶݔ ൅ 1 െ ݔ2 ൅ ଶݕ ൅ 25 െ ݕ10 ൌ ଶݔ ൅ 25 െ ݔ10 ൅ ଶݕ ൅ 9 ൅  ݕ6

ݔ8 െ ݕ16 ൌ 8                                     

ݔ െ ݕ2 ൌ 1 

Il punto C si ottiene risolvendo il sistema: 

൜
ݔ െ ݕ2 ൌ 1         
ݔ2 ൅ ݕ3 െ 5 ൌ 0

                ൜
ݔ ൌ ݕ2 ൅ 1                       

2ሺ2ݕ ൅ 1ሻ ൅ ݕ3 െ 5 ൌ 0
                 ቄ

െ                       
ݕ4 ൅ 2 ൅ ݕ3 െ 5 ൌ 0                    ቄ

െ  
ݕ7 ൌ 3 

ቊ

െ  

ݕ ൌ
3

7
                                    ൞

ݔ ൌ 2 ∙
3

7
൅ 1 ൌ

6

7
൅ 1 ൌ

13

7
 

ݕ ൌ
3

7
                                         

                 ൞
ݔ ൌ

13

7
 

ݕ ൌ
3

7
    

               

 

Soluzione  1.b 

Le coordinate del punto D si possono ottenere, in maniera 
semplice, con le formule: 

஻ݔ஺൅ݔ ൌ ஼ݔ ൅ ஽ݔ

஻ݕ஺൅ݕ ൌ ஼ݕ ൅ ஽ݕ

                       

1 ൅ 5 ൌ
13

7
൅ ஽ݔ

5 െ 3 ൌ
3

7
൅ ஽ݕ

         

஽ݔ ൌ 1 ൅ 5 െ
ଵଷ

଻
ൌ

଻ାଷହିଵଷ

଻
ൌ

ଶଽ

଻

஽ݕ ൌ 5 െ 3 െ
ଷ

଻
ൌ

ଷହିଶଵିଷ

଻
ൌ

ଵଵ

଻
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Soluzione  2.b  

Il punto ܦ è il punto di intersezione della retta ܦܣ con la retta ܦܤ. 

Determiniamo l’equazione della retta ܦܣ: 

݉஻஼ ൌ
஻ݕ െ ஼ݕ
஻ݔ െ ஼ݔ

ൌ
െ3 െ

3
7

5 െ
13
7

ൌ
െ
24
7

22
7

ൌ െ
24

7
∙
7

22
ൌ െ

12

11
                ⟹             ݉஺஽ ൌ െ

12

11
 

l’equazione della retta ܦܣ è :   

ݕ െ ஺ݕ ൌ ݉஺஽ሺݔ െ ; ஺ሻݔ ݕ                    െ 5 ൌ െ
12

11
ሺݔ െ 1ሻ                  ݕ െ 5 ൌ െ

12

11
ݔ ൅

12

11
ݕ                   ൌ െ

12

11
ݔ ൅

67

11
 

 

 

Determiniamo l’equazione della retta ܦܤ: 

݉஺஼ ൌ
஺ݕ െ ஼ݕ
஺ݔ െ ஼ݔ

ൌ
5 െ

3
7

1 െ
13
7

ൌ

32
7

െ
6
7

ൌ
32

7
∙ ൬െ

7

6
൰ ൌ െ

16

3
                ⟹             ݉஻஽ ൌ െ

16

3
 

l’equazione della retta ܦܤ è :   

ݕ െ ஻ݕ ൌ ݉஻஽ሺݔ െ ; ஻ሻݔ ݕ                 ൅ 3 ൌ െ
16

3
ሺݔ െ 5ሻ                  ݕ ൅ 3 ൌ െ

16

3
ݔ ൅

80

3
ݕ                       ൌ െ

16

3
ݔ ൅

71

3
 

 

Le coordinate del punto ܦ si ottengono risolvendo il sistema: 

൝
ܦܤ

ܦܣ
                          

ە
ۖ
۔

ۖ
ݕۓ ൌ െ

16

3
ݔ ൅

71

3

ݕ ൌ െ
12

11
ݔ ൅

67

11

                   ൞
െ
12

11
ݔ ൅

67

11
ൌ െ

16

3
ݔ ൅

71

3

െ

                    ൝
െ36ݔ ൅ 201 ൌ െ176ݔ ൅ 781

െ
 

൝
ݔ140 ൌ 580

െ
          

ە
ۖ
۔

ۖ
ݔۓ ൌ

580

140
ൌ
29

7
                                                                                           

ݕ ൌ െ
12

11
∙
29

7
൅
67

11
ൌ െ

348

77
൅
67

11
ൌ
െ348 ൅ 469

77
ൌ
121

77
ൌ
11

7

 

 

 

 

Soluzione  1.c 

Il quadrilatero ܦܤܥܣ è un rombo. 

Occorre quindi calcolare le misure delle due diagonali. 

തതതതܤܣ ൌ ඥሺݔ஺ െ ஻ሻݔ
ଶ ൅ ሺݕ஺ െ ஻ሻݕ

ଶ ൌ ඥሺ1 െ 5ሻଶ ൅ ሺ5 ൅ 3ሻଶ ൌ 

ൌ √16 ൅ 64 ൌ √80 ൌ 4√5 . 

തതതതܦܥ ൌ ඥሺݔ஼ െ ஽ሻݔ
ଶ ൅ ሺݕ஼ െ ஽ሻݕ

ଶ ൌ ඨ൬
13

7
െ
29

7
൰
ଶ

൅ ൬
3

7
െ
11

7
൰
ଶ

ൌ 

ൌ ඨ
256

49
൅
64

49
ൌ ඨ

320

49
ൌ
8

7
√5 . 

L’area del rombo ܦܤܥܣ  è: 

ܵ ൌ
1

2
∙ തതതതܤܣ ∙ തതതതܦܥ ൌ

1

2
∙ 4√5 ∙

8

7
√5 ൌ

80

7
  . 
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Soluzione  2.c 

Per determinare l’area del parallelogramma ܦܤܥܣ occorre determinare 
la misura della base ܥܤ e la misura della relativa altezza ܪܦ. 

തതതതܥܤ ൌ ඥሺݔ஻ െ ஼ሻݔ
ଶ ൅ ሺݕ஻ െ ஼ሻݕ

ଶ ൌ ඨ൬5 െ
13

7
൰
ଶ

൅ ൬െ3 െ
3

7
൰
ଶ

 ൌ 

ൌ ඨ
484

49
൅
576

49
ൌ ඨ

1060

49
ൌ
2

7
√265  . 

Per calcolare la misura dell’altezza ܪܦ occorre conoscere l’equazione 
della base ܥܤ : 

࢟ െ ࢉ࢟
࡮࢟ െ ࢉ࢟

ൌ
࢞ െ ࢉ࢞
࡮࢞ െ ࢉ࢞

                              
࢟ െ

૜
ૠ

െ૜ െ
૜
ૠ

ൌ
࢞ െ

૚૜
ૠ

૞ െ
૚૜
ૠ

 

࢟ െ
૜
ૠ

െ
૛૝
ૠ

ൌ
࢞ െ

૚૜
ૠ

૛૛
ૠ

                                   െ
ૠ

૛૝
∙ ൬࢟ െ

૜

ૠ
൰ ൌ

ૠ

૛૛
∙ ൬࢞ െ

૚૜

ૠ
൰ 

െ
ૠ

૛૝
࢟ ൅

૚

ૡ
ൌ

ૠ

૛૛
࢞ െ

૚૜

૛૛
                                 െ

ૠ

૛૝
࢟ ൌ

ૠ

૛૛
࢞ െ

૚૜

૛૛
െ
૚

ૡ
 

െ
7

24
ݕ ൌ

7

22
ݔ ൅

െ52 െ 11

88
                                െ

7

24
ݕ ൌ

7

22
ݔ െ

63

88
                                          

7

24
ݕ ൌ െ

7

22
ݔ ൅

63

88
 

ݕ ൌ െ
7

22
∙
24

7
ݔ ൅

63

88
∙
24

7
ݕ                                         ൌ െ

12

11
ݔ ൅

27

11
ݔ12                                             ൅ ݕ11 െ 27 ൌ 0 

La misura dell’altezza  ܪܦ  è: 

തതതതܪܦ ൌ
஽ݔܽ| ൅ ஽ݕܾ ൅ ܿ|

√ܽଶ ൅ ܾଶ
ൌ
ቚ12 ∙

29
7
൅ 11 ∙

11
7
െ 27ቚ

√12ଶ ൅ 11ଶ
ൌ
ቚ
348
7

൅
121
7

െ 27ቚ

√144 ൅ 121
ൌ
ቚ
348 ൅ 121 െ 189

7
ቚ

√265
ൌ

280

7√265
  

L’area del parallelogramma ܦܤܥܣ  è   ܵ ൌ തതതതܥܤ ∙ തതതതܪܦ ൌ
ଶ

଻
√265 ∙

ଶ଼଴

଻√ଶ଺ହ
ൌ

଼଴

଻
  . 

 

Soluzione  3.c 

L’area del parallelogramma ܦܤܥܣ è il doppio dell’area del triangolo ܤܥܣ . 

ܵ ൌ 2 ∙
1

2
∙ อ

஺ݔ ஺ݕ 1
஼ݔ ஼ݕ 1
஻ݔ ஻ݕ 1

อ    ൌ     ተ

1 5 1
13

7

3

7
1

5 െ3 1

ተ 

  ൌ     ተ

1 5 1
13

7

3

7
1

5 െ3 1

ተ    

1 5
13

7

3

7
5 െ3

   ൌ    
3

7
൅ 25 െ

39

7
െ
15

7
൅ 3 െ

65

7
ൌ 

ൌ   
3 ൅ 175 െ 39 െ 15 ൅ 21 െ 65

7
ൌ
210

7
ൌ
80

7
  . 

L’area del triangolo ܤܥܣ poteva essere calcolata anche con la formula:   ܵܤܥܣ ൌ
ଵ

ଶ
∙ തതതതܤܣ ∙  തതതതܭܥ

തതതതܤܣ ൌ ඥሺݔ஺ െ ஻ሻݔ
ଶ ൅ ሺݕ஺ െ ஻ሻݕ

ଶ ൌ ඥሺ1 െ 5ሻଶ ൅ ሺ5 ൅ 3ሻଶ ൌ √16 ൅ 64 ൌ √80 ൌ ܭ          5√4 ቀ
ଵାହ

ଶ
 ;  

ହିଷ

ଶ
ቁ ≡ ሺ3 ; 1ሻ 

തതതതܭܥ ൌ ඥሺݔ஼ െ ௄ሻݔ
ଶ ൅ ሺݕ஼ െ ௄ሻݕ

ଶ ൌ ටቀ
13

7
െ 3ቁ

ଶ
൅ ቀ

3

7
െ 1ቁ

ଶ
ൌ ට

64

49
൅

16

49
ൌ

√଼଴

଻
ൌ

ସ√ହ

଻
  . 
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ܤܥܣܵ ൌ
1

2
∙ തതതതܤܣ ∙ തതതതܭܥ ൌ

1

2
∙ 4√5 ∙

4√5

7
ൌ
40

7
                      ⟹                 ܦܤܥܣܵ ൌ 2 ∙ ܤܥܣܵ ൌ 2 ∙

40

7
ൌ
80

7
 

EEsseerrcciizziioo  222266..447755  

Data la retta ݏ di equazione 3ݔ െ ݕ2 െ 6 ൌ 0 : 

a. scrivi le equazioni delle rette ݎଵ e ݎଶ distanti √13 dal 
punto ܲሺ1 ; 3ሻ e parallele a ݏ; 

b. detta ݐ la retta per ܲ perpendicolare a ݏ, trova le 
coordinate dei punti ܤ ,ܣ e ܥ intersezioni di ݐ con ݎଵ, 
 ;ݏ ଶ eݎ

c. determina il punto ܦ simmetrico di ܥ rispetto a ܲ e 
verifica che appartiene alla retta ݐ. 

 

Soluzione a 

Il fascio di rette parallele a ݏ ha equazione   3ݔ െ ݕ2 ൅ ݇ ൌ 0 

Determiniamo, fra queste, quelle distanti √13 dal punto ܲ . 

݀ ൌ √13 ;                                     

௉ݔܽ| ൅ ௉ݕܾ ൅ ܿ|

√ܽଶ ൅ ܾଶ
ൌ √13 ;             

|3 ∙ 1 െ 2 ∙ 3 ൅ ݇|

ඥ3ଶ ൅ ሺെ2ሻଶ
ൌ √13 ;  

|3 െ 6 ൅ ݇|

√13
ൌ √13 ;                   |3 െ 6 ൅ ݇| ൌ 13 ;                                   

3 െ 6 ൅ ݇ ൌ െ13

3 െ 6 ൅ ݇ ൌ ൅13
                                  

݇ ൌ െ10

݇ ൌ ൅16
 

Pertanto le due rette richieste hanno equazioni:     

ଵݎ ∶

ଶݎ ∶
         

ݔ3 െ ݕ2 െ 10 ൌ 0

ݔ3 െ ݕ2 ൅ 16 ൌ 0
 

 

Soluzione b 

La retta t passante per ܲ e perpendicolare a ݏ si ottiene 
utilizzando l’equazione del fascio di rette passante per P : 

ݕ െ ௉ݕ ൌ െ
1

݉௦

ሺݔ െ ௦݉  ݊݋ܿ              ௉ሻݔ ൌ
3

2
 

ݕ െ 3 ൌ െ
2

3
ሺݔ െ 1ሻ                     ݕ െ 3 ൌ െ

2

3
ݔ ൅

2

3
  

ݕ ൌ െ
2

3
ݔ ൅

11

3
 

Le coordinate del punto ܣ si ottengono risolvendo il sistema: 

൝

ݐ

ଵݎ

                  ൝
ݕ ൌ െ

2

3
ݔ ൅

11

3
     

ݔ3 െ ݕ2 െ 10 ൌ 0
              

ቊ

െ   

ݔ3 െ 2 ∙ ൬െ
2

3
ݔ ൅

11

3
൰ െ 10 ൌ 0                    ቊ

െ   

ݔ3 ൅
4

3
ݔ െ

22

3
െ 10 ൌ 0                          ቄ

െ   
ݔ9 ൅ ݔ4 െ 22 െ 30 ൌ 0 

ቄ
െ   

ݔ13 ൌ 52                              ቄ
െ   
ݔ ൌ 4                   ൜

ݕ  ൌ െ
ଶ

ଷ
∙ 4 ൅

ଵଵ

ଷ
ൌ െ

଼

ଷ
൅

ଵଵ

ଷ
ൌ 1 

െ
; ሺ4ܣ            1ሻ .      

Le coordinate del punto ܤ si ottengono risolvendo il sistema: 

൝

ݐ

ଶݎ

                  ൝
ݕ ൌ െ

2

3
ݔ ൅

11

3
     

ݔ3 െ ݕ2 ൅ 16 ൌ 0
                     ቊ

െ   

ݔ3 െ 2 ∙ ൬െ
2

3
ݔ ൅

11

3
൰ ൅ 16 ൌ 0             ቊ

െ   

ݔ3 ൅
4

3
ݔ െ

22

3
൅ 16 ൌ 0      
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ቄ
െ   

ݔ9 ൅ ݔ4 െ 22 ൅ 48 ൌ 0           ቄ
െ   

ݔ13 ൌ െ26            ቄ
െ

ݔ ൌ െ2          ൜
ݕ  ൌ െ

ଶ

ଷ
∙ ሺെ2ሻ ൅

ଵଵ

ଷ
ൌ

ସ

ଷ
൅

ଵଵ

ଷ
ൌ 5 

െ
; ሺെ2ܤ         5ሻ .      

 

Le coordinate del punto ܤ si ottengono risolvendo il sistema: 

൝
ݐ

ݏ
                  ൝

ݕ ൌ െ
2

3
ݔ ൅

11

3
  

ݔ3 െ ݕ2 െ 6 ൌ 0
                     ቊ

െ   

ݔ3 െ 2 ∙ ൬െ
2

3
ݔ ൅

11

3
൰ െ 6 ൌ 0             ቊ

െ   

ݔ3 ൅
4

3
ݔ െ

22

3
െ 6 ൌ 0      

ቄ
െ   

ݔ9 ൅ ݔ4 െ 22 െ 18 ൌ 0        ቄ
െ   

ݔ13 ൌ 40       ൜
െ   

ݔ ൌ
ସ଴

ଵଷ
      ൜ ݕ ൌ െ

ଶ

ଷ
∙
ସ଴

ଵଷ
൅

ଵଵ

ଷ
ൌ െ

଼଴

ଷଽ
൅

ଵଵ

ଷ
ൌ

଺ଷ

ଷଽ
ൌ

ଶଵ

ଵଷ
 

െ
ܥ     ቀ

ସ଴

ଵଷ
 ;
ଶଵ

ଵଷ
ቁ .      

 

Soluzione 1c 

Le equazioni della simmetria centrale:    ൜
஽ݔ ൌ ௉ݔ2 െ ஼ݔ
஽ݕ ൌ ௉ݕ2 െ ஼ݕ

     

si ottengono considerando il punto ܲ come punto medio del 
segmento ܦܥ . 

௉ݔ ൌ
஼ݔ ൅ ஽ݔ

2
 ; ௉ݔ2               ൌ ஼ݔ ൅ ; ஽ݔ ஽ݔ       ൌ ௉ݔ2 െ ஼ݔ   

௉ݕ ൌ
஼ݕ ൅ ஽ݕ

2
 ; ௉ݕ2               ൌ ஼ݕ ൅ ஽ݕ      ; ஽ݕ ൌ ௉ݕ2 െ ஼ݕ   

Applicando tali formule si ottiene: 

൞
஽ݔ ൌ 2 ∙ 1 െ

40

13
ൌ െ

14

13
                 

஽ݕ ൌ 2 ∙ 3 െ
21

13
ൌ
78 െ 21

13
ൌ
57

13

        ⟹    ܲ ൬െ
14

13
 ; 
57

13
൰ 

 

Oppure sostituendo direttamente le coordinate dei punti nelle formule del punto medio: 

௉ݔ ൌ
஼ݔ ൅ ஽ݔ

2
 ;              1 ൌ

40
13

൅ ஽ݔ

2
 ;                2 ൌ

40

13
൅ ; ஽ݔ ஽ݔ             ൌ 2 െ

40

13
ൌ െ

14

13
  

௉ݕ ൌ
஼ݕ ൅ ஽ݕ

2
 ;              3 ൌ

21
13

൅ ஽ݕ

2
 ;                6 ൌ

21

13
൅ ஽ݕ            ; ஽ݕ ൌ 6 െ

21

13
ൌ
78 െ 21

13
ൌ
57

13
  

 

Il punto ܲ ቀെ
ଵସ

ଵଷ
 ;  

ହ଻

ଵଷ
ቁ appartiene alla retta ݐ, infatti: 

ݕ ൌ െ
2

3
ݔ ൅

11

3
 ;                         

57

13
ൌ െ

2

3
∙ െ

14

13
൅
11

3
 ;                                 

57

13
ൌ
28

39
൅
11

3
 ;                 

57

13
ൌ
28 ൅ 143

39
 ;                         

57

13
ൌ
171

39
 ;                                                       

57

13
ൌ
57

13
  . 
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EEsseerrcciizziioo  222266..447766  

Data la retta ݎ di equazione 3ݔ െ ݕ2ܽ ൅ ܽ െ 2 ൌ 0 
determina ܽ in modo che : 

a. ݎ passi per l’origine; 
b. abbia coefficiente angolare positivo; 
c. sia parallela alla retta passante per ܣሺ1 ; 1ሻ, 

; ሺ5ܤ െ7ሻ 
d. abbia distanza dall’origine minore di 1; 
e. formi con la direzione positiva dell’asse ݔ 

un angolo compreso tra 45° e  60°. 

 

Soluzione a 

Calcoliamo il coefficiente angolare del fascio: 

݉ ൌ െ
ܽ

ܾ
ൌ െ

3

െ2ܽ
ൌ

3

2ܽ
  

Essendo il coefficiente angolare dipendente dal 
parametro ܽ, si tratta di un fascio proprio di rette. 

Per determinare il centro del fascio scriviamo la sua 
equazione come combinazione lineare di due rette, 
raccogliendo a fattor comune il parametro ݇ : 

ݔ3 െ ݕ2ܽ ൅ ܽ െ 2 ൌ 0 ;        

ݔ3 െ 2 ൅ ࢇ ∙ ሺ1 െ ሻݕ2 ൌ 0 ; 

Il centro del fascio si ottiene risolvendo il sistema fra le due rette che formano la combinazione lineare: 

൝
ݔ3 െ 2 ൌ 0

1 െ ݕ2 ൌ 0
                 ൞

ݔ ൌ
2

3

ݕ ൌ
1

2

ܥ                 ൬
2

3
 ;  
1

2
൰ 

La retta del fascio 3ݔ െ ݕ2ܽ ൅ ܽ െ 2 ൌ 0  che passa per l’origine è quella che ha termine noto nullo:  ܽ െ 2 ൌ 0   
cioè ܽ ൌ 2        ⟹ ݔ3         െ ݕ4 ൌ 0 .     

Il fascio di rette: 

 per ܽ ൌ 0 si ottiene la retta blue     3ݔ െ 2 ൌ 0 ; 
 per ܽ ൌ 1    si ottiene la retta nera    3ݔ െ ݕ2 െ 1 ൌ 0  
 per ܽ ൌ 2    si ottiene la retta verde   3ݔ െ ݕ4 ൌ 0  
 per ܽ ൌ ∞     si ottiene la retta rossa   1 െ ݕ2 ൌ 0 ; 

Rappresentando queste rette si deduce che al crescere di ݇ ∈ ܴ,  si ottengono rette che ruotano intorno al centro C in 
senso orario. 

 

 

Soluzione b 

La retta del fascio 3ݔ െ ݕ2ܽ ൅ ܽ െ 2 ൌ 0  che ha coefficiente angolare positivo si ottiene ponendo  ݉ ൐ 0,  cioè 

െ
ܽ

ܾ
൐ 0 ;                 െ

3

െ2ܽ
൐ 0 ;                

3

2ܽ
൐ 0 ;              2ܽ ൐ 0 ;                ܽ ൐ 0 . 

 

Soluzione c 

La retta del fascio richiesta deve avere coefficiente angolare uguale a quello della retta ܤܣ. 

݉஺஻ ൌ
஺ݕ െ ஻ݕ
஺ݔ െ ஻ݔ

ൌ
1 ൅ 7

1 െ 5
ൌ

8

െ4
ൌ െ2 

Imponendo  ݉ ൌ െ2  si ha:   

െ
ܽ

ܾ
ൌ െ2 ;               െ

3

െ2ܽ
ൌ െ2 ;                

3

2ܽ
ൌ െ2 ;              3 ൌ െ4ܽ ;                ܽ ൌ െ

3

4
 . 

 

+ 
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Soluzione d 

Imponiamo che la distanza della retta del fascio 3ݔ െ ݕ2ܽ ൅ ܽ െ 2 ൌ 0 dall’origine sia minore di 1: 

݀ሺݎ; ܱሻ ൏ 1 ;                                         
ைݔܽ| ൅ ைݕܾ ൅ ܿ|

√ܽଶ ൅ ܾଶ
൏ 1 ;                                

|3 ∙ 0 െ 2ܽ ∙ 0 ൅ ܽ െ 2|

ඥ3ଶ ൅ ሺെ2ܽሻଶ
൏ 1 ;  

|ܽ െ 2|

√9 ൅ 4ܽଶ
൏ 1 ;                                    

|ܽ െ 2|

√9 ൅ 4ܽଶ
െ 1 ൏ 0 ;                                     

|ܽ െ 2| െ √9 ൅ 4ܽଶ

√9 ൅ 4ܽଶ
൏ 0 ; 

Essendo il denominatore positivo  ∀ܽ ∈ ܴ, la frazione è negativa quando è negativo il numeratore: 

|a െ 2| െ ඥ9 ൅ 4aଶ ൏ 0 ;                     |a െ 2| ൏ ඥ9 ൅ 4aଶ ;          

Essendo √9 ൅ 4aଶ ൐ 0    ∀ܽ ∈ ܴ          ⟹         ൜a െ 2 ൏ ൅√9 ൅ 4aଶ

a െ 2 ൐ െ√9 ൅ 4aଶ
 

Risolviamo prima: a െ 2 ൏ ൅√9 ൅ 4aଶ ;          

ቄ
ܽ െ 2 ൏ 0   
9 ൅ 4ܽଶ ൒ 0

                     ∨                     ቊ
ܽ െ 2 ൒ 0                           

ሺܽ െ 2ሻଶ ൏ ቀඥ9 ൅ 4ܽଶቁ
ଶ           

ቄ
a ൏ 2
 ∀ܽ ∈ ܴ

                              ∨                     ቄ
ܽ ൒ 2                                 
ܽଶ ൅ 4 െ 4ܽ ൏ 9 ൅ 4ܽଶ

           

  ܽ ൏ 2                                  ∨                     ቄ
ܽ ൒ 2                      
3ܽଶ ൅ 4ܽ ൅ 5 ൐ 0

           

  ܽ ൏ 2                                  ∨                     ቄ
ܽ ൒ 2  
∀ܽ ∈ ܴ

           

  ܽ ൏ 2                                  ∨                    ܽ ൒ 2   

  Cioè  ∀ܽ ∈ ܴ . 

 

Risolviamo poi:  a െ 2 ൐ െ√9 ൅ 4aଶ ;          

ඥ9 ൅ 4ܽଶ ൐ 2 െ ܽ 

ቄ
2 െ ܽ ൏ 0   
9 ൅ 4ܽଶ ൒ 0

                     ∨                     ቊ
2 െ ܽ ൒ 0                           

ቀඥ9 ൅ 4ܽଶቁ
ଶ
൐ ሺ2 െ ܽሻଶ

           

ቄ
ܽ ൐ 2
 ∀ܽ ∈ ܴ

                              ∨                     ቄ
ܽ ൑ 2                                 
9 ൅ 4ܽଶ ൐ ܽଶ ൅ 4 െ 4ܽ

           

  ܽ ൐ 2                                  ∨                     ቄ
ܽ ൑ 2                      
3ܽଶ ൅ 4ܽ ൅ 5 ൐ 0

           

  ܽ ൐ 2                                  ∨                     ቄ
ܽ ൑ 2   
∀ܽ ∈ ܴ 

           

  ܽ ൐ 2                                  ∨                    ܽ ൑ 2 

  Cioè  ∀ܽ ∈ ܴ . 

Ritornando al sistema    ൜a െ 2 ൏ ൅√9 ൅ 4aଶ

a െ 2 ൐ െ√9 ൅ 4aଶ
       si ha:     ቄ∀ܽ ∈ ܴ

∀ܽ ∈ ܴ
         ⟹        ∀ܽ ∈ ܴ 
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Soluzione e 

Ricordiamo che:  45 ݃ݐ° ൌ 1   e   60 ݃ݐ° ൌ √3   

Il coefficiente angolare del fascio è:      

݉ ൌ െ
ܽ

ܾ
ൌ െ

3

െ2ܽ
ൌ

3

2ܽ
 

Occorre risolvere le disequazioni: 

1 ൑
3

2ܽ
൑ √3                        ⟺                      ൞

3

2ܽ
൑ √3

1 ൑
3

2ܽ

                        

Risolviamo prima: 

3

2ܽ
൑ √3 ;                        

3

2ܽ
െ √3 ൑ 0 ;                 

3 െ 2√3ܽ

2ܽ
൑ 0 ;              

ܰ ൒ 0
ܦ ൐ 0

               3 െ 2√3ܽ ൒ 0
2ܽ ൐ 0             

            
ܽ ൑

3

2√3
ܽ ൐ 0  

              ܽ ൑
√3

2
ܽ ൐ 0

   

0                     
√3

2
 

+ +  -
-  +  +
- +  - 

Dal prodotto dei segni si ottiene:   ܽ ൏ 0      ∨      ܽ ൒
√ଷ

ଶ
  

 

Risolviamo poi:    

1 ൑
3

2ܽ
 ;                        

3

2ܽ
െ 1 ൒ 0 ;                     

3 െ 2ܽ

2ܽ
൒ 0 ; 

ܰ ൒ 0
ܦ ൐ 0

               
3 െ 2ܽ ൒ 0
2ܽ ൐ 0       

                 ܽ ൑
3

2
ܽ ൐ 0

                       

 

0
3

2
 

+ +  - 
-  + + 
- + - 

Dal prodotto dei segni si ottiene:   0 ൏ ܽ ൑
ଷ

ଶ
  

Ritornando al sistema   ቐ

ଷ

ଶ௔
൑ √3

1 ൑
ଷ

ଶ௔

       si ha:     ቐ
ܽ ൏ 0 ∨ ܽ ൒

√ଷ

ଶ

0 ൏ ܽ ൑
ଷ

ଶ

  

 

0              
√3

2
              

ଷ

ଶ
 

 X   
       

Da cui si ottiene:  √
ଷ

ଶ
൑ ܽ ൑

ଷ

ଶ
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EEsseerrcciizziioo  222266..447799  

Sono dati i punti ܣሺെ3 ; െ1ሻ,   ܤሺ1 ;  1ሻ  e  ܥ ቀ1 ; െ
ଷ

ଶ
ቁ. Determina le coordinate del punto ܲ, simmetrico di ܥ rispetto 

alla retta ܤܣ, e l’area del quadrilatero ܲܤܥܣ.  

Soluzione 1  

Per determinare le coordinate del punto ܲ, simmetrico di ܥ 
rispetto alla retta ܤܣ è sufficiente imporre che: 

1. Il punto medio ܪ del segmento ܲܥ appartenga ad ݎ; 
2. La retta ܲܥ sia perpendicolare alla retta ܤܣ. 

Determiniamo innanzitutto l’equazione della retta AB: 
ݕ െ ஺ݕ
஻ݕ െ ஺ݕ

ൌ
ݔ െ ஺ݔ
஻ݔ െ ஺ݔ

 ;                   
ݕ ൅ 1

1 ൅ 1
ൌ
ݔ ൅ 3

1 ൅ 3
 ; 

ݕ ൅ 1

2
ൌ
ݔ ൅ 3

4
 ; ݕ2                           ൅ 2 ൌ ݔ ൅ 3 ; 

ݔ െ ݕ2 ൅ 1 ൌ 0 

Siano ሺݔ௉ ;  .௉ሻ le coordinate del punto P richiestoݕ 

Il punto ܪ ha quindi coordinate:  ܪ ቆ
௫ುାଵ

ଶ
 ;  

௬ುି
య

మ

ଶ
ቇ .  La condizione di appartenenza di ܪ alla retta ݎ si traduce in:   

௫ುାଵ

ଶ
െ 2 ∙

௬ುି
య

మ

ଶ
൅ 1 ൌ 0 ;           

௫ುାଵ

ଶ
െ ቀݕ௉ െ

ଷ

ଶ
ቁ ൅ 1 ൌ 0 ; ௉ݔ            ൅ 1 െ ௉ݕ2 ൅ 3 ൅ 2 ൌ ௉ݔ          0 െ ௉ݕ2 ൅ 6 ൌ 0 

Il coefficiente angolare della retta ܤܣ è  ݉஺஻ ൌ
ଵ

ଶ
 

Il coefficiente angolare della retta PC  è  ݉௉஼ ൌ
௬ುି௬಴

௫ುି௫಴
ൌ

௬ುା
య

మ

௫ುିଵ
 

La condizione di perpendicolarità  ܤܣ  ٣    :si traduce in   ܥܲ 
௬ುା

య

మ

௫ುିଵ
ൌ െ2 

Risolvendo il sistema fra le due condizioni si ha: 

൞

௉ݔ െ ௉ݕ2 ൅ 6 ൌ 0

௉ݕ ൅
3
2

௉ݔ െ 1
ൌ െ2        

                                       ൝

௉ݔ െ ௉ݕ2 ൅ 6 ൌ 0              

௉ݕ ൅
3

2
ൌ െ2ሺݔ௉ െ 1ሻ        

                        ൝

௉ݔ െ ௉ݕ2 ൅ 6 ൌ 0          

௉ݕ ൅
3

2
ൌ െ2ݔ௉ ൅ 2        

 

൜
௉ݔ െ ௉ݕ2 ൅ 6 ൌ 0    
௉ݕ2 ൅ 3 ൌ െ4ݔ௉ ൅ 4

                                  ൜
௉ݔ ൌ ௉ݕ2 െ 6 
௉ݕ2 ൅ ௉ݔ4 ൌ 1

                                             ቄ
െ           

௉ݕ2 ൅ 4ሺ2ݕ௉ െ 6ሻ ൌ 1 

ቄ
െ           

௉ݕ2 ൅ ௉ݕ8 െ 24 ൌ 1                                   ቄ
െ           

௉ݕ10 ൌ 25                                                    ൞
௉ݔ ൌ 2 ⋅

5

2
െ 6 ൌ െ1 

௉ݕ ൌ
5

2
                         

 

Pertanto il punto richiesto ha coordinate  ܲ ቀെ1 ; 
ହ

ଶ
ቁ.  

L’area del quadrilatero ܲܤܥܣ è uguale al doppio dell’area del 
triangolo ܲܤܣ. 

Pertanto occorre calcolare la misura della base ܤܣ e dell’altezza ܲܪ 
del triangolo. 

തതതതܤܣ  ൌ ඥሺݔ஺ െ ஻ሻݔ
ଶ ൅ ሺݕ஺ െ ஻ሻݕ

ଶ ൌ ඥሺെ3 െ 1ሻଶ ൅ ሺെ1 െ 1ሻଶ ൌ 

ൌ √16 ൅ 4 ൌ √20 ൌ 2√5 

Il punto ܪ ha quindi coordinate:  ܪ ቆ
௫ುାଵ

ଶ
ൌ

ିଵାଵ

ଶ
 ;  

ఱ

మ
ି
య

మ

ଶ
ቇ ≡ ቀ0 ; 

ଵ

ଶ
ቁ . 

തതതതܪܲ ൌ ඥሺݔ௉ െ ுሻݔ
ଶ ൅ ሺݕ௉ െ ுሻݕ

ଶ ൌ ටሺെ1 െ 0ሻଶ ൅ ቀ
ହ

ଶ
െ

ଵ

ଶ
ቁ
ଶ
ൌ  

ൌ √1 ൅ 4 ൌ √5  

L’area del quadrilatero ܲܤܥܣ è uguale a   ஺ܵ஼஻௉ ൌ 2 ∙ ஺ܵ஻௉ ൌ 2 ∙
ଵ

ଶ
∙ തതതതܤܣ ∙ തതതതܪܲ ൌ 2√5 ∙ √5 ൌ 10 . 
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Soluzione 2  

Per determinare le coordinate del punto ܲ, simmetrico di ܥ 
rispetto alla retta ܤܣ è sufficiente determinare: 

1. le coordinate del punto ܪ 
2. esprimere ܪ come punto medio del segmento ܲܥ 

Determiniamo innanzitutto l’equazione della retta AB: 
ݕ െ ஺ݕ
஻ݕ െ ஺ݕ

ൌ
ݔ െ ஺ݔ
஻ݔ െ ஺ݔ

 ;                   
ݕ ൅ 1

1 ൅ 1
ൌ
ݔ ൅ 3

1 ൅ 3
 ; 

ݕ ൅ 1

2
ൌ
ݔ ൅ 3

4
 ; ݕ2                           ൅ 2 ൌ ݔ ൅ 3 ; 

ݔ െ ݕ2 ൅ 1 ൌ 0             ⇒          ݉஺஻ ൌ
ଵ

ଶ
 . 

Determiniamo poi l’equazione della retta ܲܥ, come retta 
passante per ܥ e perpendicolare ad ܤܣ. 

ݕ  െ ஼ݕ ൌ െ
1

݉஺஻

ሺݕ െ ; ஼ሻݕ ݕ               ൅
3

2
ൌ െ2ሺݔ െ 1ሻ ; ݕ2              ൅ 3 ൌ െ4ሺݔ െ 1ሻ ; ݔ4        ൅ ݕ2 െ 1 ൌ 0 . 

Le coordinate del punto si ottengono: 

ቄ
ܥܲ
ܤܣ

                ൜
ݔ4 ൅ ݕ2 െ 1 ൌ 0
ݔ െ ݕ2 ൅ 1 ൌ 0

             ቄ
െ

ݔ ൌ ݕ2 െ 1             ቄ
4ሺ2ݕ െ 1ሻ ൅ ݕ2 െ 1 ൌ 0

െ         
            ቄ

ݕ8 െ 4 ൅ ݕ2 െ 1 ൌ 0
െ         

 

ቄ
ݕ10 ൌ 5
െ         

      ൜ ݕ ൌ
ଵ

ଶ
െ         

                           ൜
െ

ݔ ൌ 2 ∙
ଵ

ଶ
െ 1 ൌ 0       ቊ

ݔ ൌ 0

ݕ ൌ
ଵ

ଶ

           ⇒ ܪ        ቀ0 ;  
ଵ

ଶ
ቁ . 

Esprimendo ܪ come punto medio del segmento ܲܥ si ottiene: 

ுݔ ൌ
௉ݔ ൅ ௖ݔ

2

ுݕ ൌ
௉ݕ ൅ ௖ݕ

2

                   

0 ൌ
௉ݔ ൅ 1

2

1

2
ൌ
௉ݕ െ

3
2

2

                   

0 ൌ ௉ݔ ൅ 1

1 ൌ ௉ݕ െ
3

2

                 

௉ݔ ൌ െ1           

௉ݕ ൌ 1 ൅
3

2
ൌ
5

2

               ⇒          ܲ ൬െ1 ;  
5

2
൰ 
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EEsseerrcciizziioo  222266..448844  

Siano dati i punti ܣሺെ2 ;  1ሻ,   ܤሺ1 ; െ1ሻ  e  ܦሺ2 ;  7ሻ e la retta ݎ di equazione 2ݔ െ ݕ െ 7 ൌ 0. 

a. Verifica che il triangolo ܦܤܣ è rettangolo in ܣ. 
b. Trova un punto ܥ su ݎ in modo che il quadrilatero 

 .come basi ܦܣ e ܥܤ sia un trapezio avente ܦܥܤܣ
c. Calcola l’area del trapezio trovato. 

 

Soluzione a  

Per verificare che il triangolo ܦܤܣ è rettangolo in ܣ è 
sufficiente verificare che il coefficiente angolare del lato ܤܣ è 
l’opposto del reciproco del coefficiente angolare del lato ܦܣ. 

݉஺஻ ൌ
஺ݕ െ ஻ݕ
஺ݔ െ ஻ݔ

ൌ
1 ൅ 1

െ2 െ 1
ൌ െ

2

3
                                          

݉஺஽ ൌ
஺ݕ െ ஽ݕ
஺ݔ െ ஽ݔ

ൌ
1 െ 7

െ2 െ 2
ൌ
െ6

െ4
ൌ ൅

3

2
 . 

 

Soluzione b  

Le coordinate del punto ܥ si possono ottenere come 
intersezione fra l’equazione della retta ݎ e la retta passante per 
 .ܦܣ e parallela ad ܤ

La retta passante per il punto ܤ e parallela ad ܦܣ ha equazione: 

ݕ െ ஻ݕ ൌ ݉஺஽ሺݔ െ ; ஻ሻݔ ݕ                ൅ 1 ൌ
3

2
ሺݔ െ 1ሻ ; ݕ                ൅ 1 ൌ

3

2
ݔ െ

3

2
 ; ݕ                    ൌ

3

2
ݔ െ

5

2
 ; 

Le coordinate del punto ܥ si ottengono quindi risolvendo il sistema: 

ቊ
ݎ

ܥܤ
        ൞

ݔ2 െ ݕ െ 7 ൌ 0

ݕ ൌ
3

2
ݔ െ

5

2
      

              ൞
ݔ2 െ ൬

3

2
ݔ െ

5

2
൰ െ 7 ൌ 0

ݕ ൌ
3

2
ݔ െ

5

2
      

                  ቊ2ݔ െ
3

2
ݔ ൅

5

2
െ 7 ൌ 0

െ      
     

ቄ
ݔ4 െ ݔ3 ൅ 5 െ 14 ൌ 0

െ      
                    ൝

ݔ ൌ 9                                          

ݕ ൌ
3

2
∙ 9 െ

5

2
ൌ
27

2
െ
5

2
ൌ 11

               ⇒ ; ሺ9ܥ           11ሻ 

 

Soluzione c  

Per calcola l’area del trapezio ܦܥܤܣ occorre determinare le misure delle basi e dell’altezza. 

തതതതܥܤ ൌ ඥሺݔ஻ െ ஼ሻݔ
ଶ ൅ ሺݕ஻ െ ஼ሻݕ

ଶ ൌ ඥሺ1 െ 9ሻଶ ൅ ሺെ1 െ 11ሻଶ ൌ √64 ൅ 144 ൌ √208 ൌ 4√13 

തതതതܤܣ ൌ ඥሺݔ஺ െ ஻ሻݔ
ଶ ൅ ሺݕ஺ െ ஻ሻݕ

ଶ ൌ ඥሺെ2 െ 1ሻଶ ൅ ሺ1 ൅ 1ሻଶ ൌ √9 ൅ 4 ൌ √13 

തതതതܦܣ ൌ ඥሺݔ஺ െ ஽ሻݔ
ଶ ൅ ሺݕ஺ െ ஽ሻݕ

ଶ ൌ ඥሺെ2 െ 2ሻଶ ൅ ሺ1 െ 7ሻଶ ൌ √16 ൅ 36 ൌ √52 ൌ 2√13 

L’area del trapezio ܦܥܤܣ è pertanto: 

஺ܵ஻஼஽ ൌ
തതതതܥܤ ൅ തതതതܦܣ

2
∙ തതതതܤܣ ൌ

4√13 ൅ 2√13

2
∙ √13 ൌ 3√13 ∙ √13 ൌ 39 . 
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EEsseerrcciizziioo  223399..1188  

Rappresenta graficamente la funzione di equazione:  ݕ ൌ ଶݔ√ െ ݔ4 ൅ 4 ൅ ݔ| ൅ 1| . 

A. Determina le coordinate dei punti ܥ ,ܤ ,ܣ,  ሺݔ஺ ൏ ஻ݔ ൏  ஼ሻ del grafico dato, le cui ascisse sono soluzioniݔ
dell’equazione  ݔଷ ൅ ଶݔ2 െ ݔ5 െ 6 ൌ 0 

B. Individua il punto D tale che il quadrilatero ܦܥܤܣ sia un trapezio isoscele. 
C. Calcola il perimetro e l’area del trapezio ܦܥܤܣ. 
D. Verifica che congiungendo i punti medi dei lati si ottiene un rombo che ha l’area uguale alla metà di quella del 

trapezio. 

 

Soluzione 

ݕ ൌ ଶݔ√ െ ݔ4 ൅ 4 ൅ ݔ| ൅ 1| ൌ ඥሺݔ െ 2ሻଶ ൅ ݔ| ൅ 1| ൌ ݔ| െ 2| ൅ ݔ| ൅ 1|       cioè: 

ݕ ൌ ݔ| െ 2| ൅ ݔ| ൅ 1| 

Studiamo i segni dei due valori assoluti: 

ݔ െ 2 ൒ 0
ݔ ൅ 1 ൒ 0

              
ݔ ൒ 2   
ݔ ൒ െ1

         

Pertanto si ha: 

ݕ ൌ ݔ| െ 2| ൅ ݔ| ൅ 1| ൌ ቐ
െሺݔ െ 2ሻ െ ሺݔ ൅ 1ሻ

െሺݔ െ 2ሻ ൅ ሺݔ ൅ 1ሻ

൅ሺݔ െ 2ሻ ൅ ሺݔ ൅ 1ሻ
                           

݁ݏ
݁ݏ
݁ݏ
     

ݔ ൏ െ1      
െ1 ൑ ݔ ൑ 2
ݔ ൐ 2          

                 cioè: 

ݕ ൌ ݔ| െ 2| ൅ ݔ| ൅ 1| ൌ ൝
െ2ݔ ൅ 1

3
൅2ݔ െ 1

                           
݁ݏ
݁ݏ
݁ݏ
     

ݔ ൏ െ1      
െ1 ൑ ݔ ൑ 2
ݔ ൐ 2          

                  

Il cui grafico è: 

 
 

  

െ1 2 

െ െ 
െ 

൅ 
൅ ൅ 
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Soluzione  A  

ଷݔ ൅ ଶݔ2 െ ݔ5 െ 6 ൌ 0 ;    

ሺݔ ൅ 1ሻሺݔଶ ൅ ݔ െ 6ሻ ൌ 0 

Le cui soluzioni sono: 

஺ݔ ൌ െ3                 ݔ஻ ൌ െ1                        ݔ஼ ൌ 2 

 

஺ݕ ൌ െ2ሺെ3ሻ ൅ 1 ൌ 7                  ⇒ ; ሺെ3ܣ         7ሻ 

஻ݕ ൌ 3                                               ⇒         Bሺെ1 ; 3ሻ 

஼ݕ ൌ ൅2 ∙ 2 െ 1 ൌ 3                      ⇒         Cሺ2 ; 3ሻ 

 

 

Soluzione  B  

Dall’esame del grafico si ha:  ݕ஽ ൌ 7          ⇒         

7 ൌ ஽ݔ2 െ 1 ; ஽ݔ2              ൌ 8 ; ஽ݔ                      ൌ 4 

Pertanto il punto D ha coordinate:  ܦሺ4 ; 7ሻ . 

 

 

Soluzione  C  

തതതതܤܣ ൌ ඥሺݔ஺ െ ஻ሻݔ
ଶ ൅ ሺݕ஺ െ ஻ሻݕ

ଶ ൌ ට൫െ3 െ ሺെ1ሻ൯
ଶ
൅ ሺ7 െ 3ሻଶ ൌ √4 ൅ 16 ൌ √20 ൌ 2√5   . 

തതതതܥܤ ൌ ஻ݔ| െ |஼ݔ ൌ |െ1 െ 2| ൌ 3 . 

തതതതܦܣ ൌ ஺ݔ| െ |஽ݔ ൌ |െ3 െ 4| ൌ 7  . 

തതതതܪܥ ൌ ஼ݕ| െ |ுݕ ൌ |െ3 െ 7| ൌ 4  . 

Il perimetro è: 

݌2 ൌ തതതതܤܣ ൅ തതതതܥܤ ൅ തതതതܦܥ ൅ തതതതܦܣ    ൌ    2√5 ൅ 3 ൅ 2√5 ൅ 7    ൌ    10 ൅ 4√5 . 

L’area è: 

ܵ ൌ
തതതതܥܤ ൅ തതതതܦܣ

2
∙ തതതതܪܥ ൌ

3 ൅ 7

2
∙ 4 ൌ 20 . 

 

Soluzione  D  

Per dimostrare che il quadrilatero ܪܩܨܧ è un rombo è sufficiente 
dimostrare che ha tutti i lati congruenti. 

 

ிݔ ൌ
஺ݔ ൅ ஻ݔ

2
ൌ
െ3 െ 1

2
ൌ െ2            ݕி ൌ

஺ݕ ൅ ஻ݕ
2

ൌ
7 ൅ 3

2
ൌ 5 

ாݔ ൌ
஻ݔ ൅ ஼ݔ

2
ൌ
െ1 ൅ 2

2
ൌ
1

2
ாݕ               ൌ 3 

ுݔ ൌ
஼ݔ ൅ ஽ݔ

2
ൌ
2 ൅ 4

2
ൌ ுݕ                 3 ൌ

஼ݕ ൅ ஽ݕ
2

ൌ
3 ൅ 7

2
ൌ 5 

ீݔ ൌ
஺ݔ ൅ ஽ݔ

2
ൌ
െ3 ൅ 4

2
ൌ
1

2
ீݕ               ൌ 7 

 

 

 

 

  

1 2 -5 -6

-1 
1

-1
1

-1
-6

+6
=
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തതതതܨܧ ൌ ඥሺݔா െ ிሻݔ
ଶ ൅ ሺݕா െ ிሻݕ

ଶ   ൌ  ටቀ
ଵ

ଶ
൅ 2ቁ

ଶ
൅ ሺ3 െ 5ሻଶ   ൌ   ට

ଶହ

ସ
൅ 4   ൌ   

√ସଵ

ଶ
 . 

 

തതതതܩܨ ൌ ඥሺݔி െ ሻீݔ
ଶ ൅ ሺݕி െ ሻீݕ

ଶ   ൌ  ටቀെ2 െ
ଵ

ଶ
ቁ
ଶ
൅ ሺ5 െ 7ሻଶ   ൌ   ට

ଶହ

ସ
൅ 4   ൌ   

√ସଵ

ଶ
  . 

തതതതܪܩ ൌ ඥሺீݔ െ ுሻݔ
ଶ ൅ ሺீݕ െ ுሻݕ

ଶ   ൌ  ටቀ
ଵ

ଶ
െ 3ቁ

ଶ
൅ ሺ7 െ 5ሻଶ   ൌ   ට

ଶହ

ସ
൅ 4   ൌ   

√ସଵ

ଶ
  . 

തതതതܪܧ ൌ ඥሺݔா െ ுሻݔ
ଶ ൅ ሺݕா െ ுሻݕ

ଶ   ൌ  ටቀ
ଵ

ଶ
െ 3ቁ

ଶ
൅ ሺ3 െ 5ሻଶ   ൌ   ට

ଶହ

ସ
൅ 4   ൌ   

√ସଵ

ଶ
  . 

Per determinare l’area del rombo determiniamo le misure delle diagonali: 

തതതതܪܨ ൌ    ிݔ| െ |ுݔ   ൌ    |െ2 െ 3|  ൌ  5  . 

തതതതܧܩ ൌ    ீݕ| െ |ாݕ   ൌ    |7 െ 3|  ൌ  4  . 

L’area del rombo è: 

ܵ ൌ
തതതതܪܨ ∙ തതതതܧܩ

2
ൌ
5 ∙ 4

2
ൌ 10 . 

 

 

 


