PROBLEMI DI MAX E MIN

Esempio 1

Qual é il massimo prodotto che si puo ottenere moltiplicando due numeri la cui somma é 26? Quali sono i

due numeri il cui prodotto € massimo?

Soluzione

Poniamo il primo numere x , il secondo numero valg6 —x conx €R.

Il prodotto dei due numeri & espresso dalla fungiop(x) = x - (26 — x) .

Esplicitando I'equazione si ottiene I'equazionelael
parabola: p(x) = —x? + 26x..

Essendo la parabola con concavita rivolta versoatso,

il valore massimo si ha nel vertice.
_ b _ 26 _
e TN T T2 T

yy =—132+26-13 = —169 + 338 = 169 .

13.

Pertanto il massimo prodotto € uguale a 169 e tstio¢
guando entrambi i numeri sono uguali a 13.

1801
160
140
120 ]
1001
801
601
40
20

V=(13, 169)

B=(26.0) x

20

50 1
-60 1

02 4 6 8 10 12 14 18 18 20 22 24 2§ 28 30 32
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Esempio 2

Qual e il minimo prodotto che si puo ottenere moltiplicando due numeri che differiscono di 7? Quali sono i
due numeri il cui prodotto € minimo?

Soluzione

Poniamo il numero maggiore x , il secondo numero vale —7 conx €R.

Il prodotto dei due numeri & espresso dalla funeiop(x) = x(x — 7).
Esplicitando I'equazione si ottiene I'equazionel@@arabola: p(x) = x? — 7x.

Essendo la parabola con concavita rivolta versdtéa 157y
il valore massimo si ha nel vertice.

b -7 7
xvz——z——z— 10

2 2-1 2°
<7)2 7 49 49 49-98 49
: =2 2 T~

2 4 2 4 4 2

Pertanto il minimo prodotto che si puo ottenere% e si ottiene quando:

Yy =

. . 7 . . Z 7—14 7 f T
il numero maggiore ez- , mentre il numero minore ze— 7= 5 = R -10 -5 0

10
y Fx% + 7X

V = (-3.5, -12.25)
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Esempio 3

In una stanza da bagno occorre posizionare in uno spazio quadrato di lato 4
metri una vasca di forma rettangolare. | lati della vasca devono essere posti
paralleli alla diagonale del quadrato. Quali devono essere le dimensioni
della vasca affinché la sua superficie sia massima.

Soluzione
Poniamo la misura del segmentdE = x, con 0<x<4.

Si ottiene la misura del segmentBC = 4 — x .

Dalle simmetrie presenti nella figura si ha che:

Sgren = Sergn — 2 Spgn — 2" ScerF 1
, . DE-DH _ EC-CF ’ :

Serow = WS d Tt 10 i
I

XX 4—x)-(4—x - )

SerGH = 16—2'_—2'( ) )i B i
2 2 < :

Sgrey = 16 —x* — (4 —x)?; E
61 i

SEFGH = 16_x2_16_x2+8x; 4'
1

SEFGH = _2x2 +8x 4 1:
Essa rappresenta I'equazione di una parabola camcasita negativa. j'
b8 21 i
WET T Ty T~ ‘

. . . 0 B=(4,0) x
Considerando soltanto il ramo della parabola chedisfa le 2 010 3 i 5
limitazioni geometriched < x < 4, ) T
si ricava che il valore massimo si ha nel verticdela parabola. oH 1\

i

La superficie della vasca € massima pee 2.
In altri termini la vasca di superficie massimamawasca quadrata di lato 2 metri.
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Esempio 4

Una palla viene lanciata verticalmente verso I'alto da un’altezza di

.....

raggiunge la massima altezza?

Soluzione

Dalla relazione : h(t) = sy + vyt + %gt2 si ha:

1
h(t) = 1+ 10t + E(—9,8)t2 ;

h(t) = —4,9t> + 10t + 1;

Essa rappresenta I'equazione di una parabola camcesita
negativa.

Pertanto il valore massimo si ha nel vertice.
b 10

ty=——=————=102.
v 2a 2-(—4,9)

V = (1.04, 6.1)

La palla raggiunge la massima altezza dopo circetondo.
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Esempio 5

Si vuole costruire un recinto dalla forma indicata in figura,
intorno a un lato di una casa utilizzando 45 m di rete.

Stabilisci per quali valori di x si ottiene il recinto di area A F
massima.
X
Soluzione
Dalla figura si ha che: B C 2
AB =CD =DE =x; EF = 2x x
Inoltre:
AB + CD + DE + EF < 45; D~ x E
XxX+x+x+4+2x <45;
5x < 45; x<9. 2001Y i
Le limitazioni geometriche sond0 < x <9 . V=(7.5, 168.75)
. . . 4, y = -3x% + 45x

Determiniamo la misura di BC: 150 R
BC = p—AB—-CD —DE —EF = 3
= 45—x—-—x—x—2x = 45—-5x 1004 ;
L'area del recinto da rendere massima é: :
S(x)=x-(45—-5x) +2x-x; 501 !
S(x) = 45x — 5x% + 2x?; ; 3 B=(150)
S(X) = —3x2 + 4‘5x, 0! 0 é 11'0 1=' QI,:, ’
Essa rappresenta I'equazione di una parabola camcesita ; '
negativa. 50 i

b 45 45 15 | |
YETW T T2 (3 6 2

15)2 15 225 = 675 675 . 675 675

y=-3(3) +45-7 = -3 T2+ = _OE4OR =R

Considerando soltanto il ramo della parabola chédisfa le limitazioni geometriche< x < 9,
si ricava che il valore massimo si ha nel verticdefla parabola.

. . . . . . 15
Concludiamo che il recinto di area massima si haxye -

, . . 675
L’area massima del recinto vale; .
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Esempio 6

Si vuole costruire un recinto dalla forma indicata in figura intorno a un lato di una casa utilizzando 60 m di
rete. Sapendo che AB = ED e BC = CD, stabilisci per quali valori di x si ottiene il recinto di area massima.

Soluzione
Poniamo: BC = CD = x; E D
Inoltre AF = EF . Infatti. AF = BC —ED = DC — AB = EF
Determiniamo le limitazioni: A
BC+CD < 60; x+x<60; 2x<60; x < 30. F X
Ma deve essere anche:
W+ﬁ>g; x+x>30; 2x > 30; x > 15.

2 B X C
Pertanto le limitazioni geometriche son15 < x < 30 .
Determiniamo la misura di AB:
T8 - p—BC—-CD _60—x—-x _60-2x _ 30— 1

2 2 2 ’
ED =30—x; xi= 15 X =30
AF = BC—ED = x—(30—x) =2x—30. |V = (20, 300) |

300

L’area del recinto da rendere massima e:
S(x) = x2 — (2x —30)2; i
S(x) = x?—4x%—-900 + 120x; o ;
S(x) = —3x2 4 120x —900;

Essa rqppresenta 'equazione di una parabola con
concavita negativa. 100 y

b 120
20 |

e T T (=3

b

yy = —3-202 412020 — 900
= —1200 + 2400 — 900 = 300.
Considerando soltanto il ramo della parabola che

soddisfa le limitazioni geometricht5s < x < 30,
si ricava che il valore massimo si ha nel verticdefla parabola.

~~-g Ml

-
—

Bl L = e e R
"

Concludiamo che il recinto di area massima si haxpe 20 .
L'area massima del recinto vale: 300.
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Esempio 7

by

Una finestra @ costituita da un rettangolo, sormontato da un

semicerchio, di diametro coincidente con un lato del rettangolo. I "
perimetro della finestra misura 24 m. Determina x in modo che dalla X/
finestra entri la massima luce possibile.
Soluzione 4
Essendo il perimetro 24 m, la somma della baseeattgngolo
e del semicerchio deve essere minore di 24 m.
24 h
2x + mx < 24; 2+m)x <24; X< —— =467.
2+m
Pertanto le limitazioni geometriche son0 < x < % .
Determiniamo la misura del’altezza del rettangolo= 24_2# 90 X =14.67
801 :
L’area della finestra da rendere massima é: - ;
S(x) = SRettangolo + SSemicerchio; 601 i
SGO = 2 24 — 2x — mmx N 1, e V= (3.36, 4033)
X) = 2x - ———+ —nx*; o1 :
2 2 = P
1 304 i‘\\
S(x) = x-(24—2x—7rx)+§7rx2; 201 Y
1 101 e
. B=(6.72, 0)
— 92 o2 T2, 0 : | S
S(x) = 24x — 2x* —nx +27tx ; T ? 5 445 6 % &
1 -'l]d* ! '
Sx) = (—n+zn—2>x2+24x; 07 N
I‘LSO i “l
'l 2404 ' 1

S(x) = (—E—z)x2 + 24x;

2
Essa rappresenta I'equazione di una parabola carmcasita negativa.
b 24 24 336
Xy = —5- = ———F——F——~ = — = ~ 3,36.
2a (T _ —1T—4 T+ 4
2-(-7-2)

Considerando soltanto il ramo della parabola chédisfa le limitazioni geometrich@® < x < %,

si ricava che il valore massimo si ha nel verticdefla parabola.

Concludiamo che dalla finestra entra la massimalpossibile pex = 3,36 m.

L’area della finestra di massima luce e:

S = (=Z-2)-(336)% +24-336 = 40,34.
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Esempio 8

In un quadrato di lato 6 m della figura a lato si ha che QC = 2 PB. Determina PB, in modo che I'area del

triangolo APQ sia minima.

Soluzione

Pertanto le limitazioni geometriche son0 < x < 3.
L’area del triangolo APQ da rendere minima € data d

SAPQ = Sapcp — Sap — SCPQ - SADQ .
Si ottiene la funzione:

1 1 1
S(x) = 62 —E6x—§2x(6—x) —56(6—2x) ;

S(x)=36—-3x—x(6—x) —3(6 —2x) ;

S(x) =36 —3x—6x+x>—18+6x ;

S(x) =x*-3x+18;

Essa rappresenta I'equazione di una parabola carcewita positiva.
b -3 3

Considerando soltanto il ramo della parabola chédisfa le limitazioni
geometriche 0 < x < 3, siricava che il valore minimo si ha nel vertice
della parabola.

Concludiamo che I'area del triangolo € minima pet 1,5m.

L’'area massima vale:

2

3 3 9 9
SMax(x) = (§> —3'§+18 = Z—§+18 =

9-18+72 63

= = 15,75 .
4 4

\Y,

5L = C
Fig
X
Y
A B
] i
¥ | )i
x =0 X =3
‘\20- fr‘
454 V=(15,15.75)

104

B e 7 B et

Matematica www.mimmocorrado.it



Esempio 9

I lati di un rettangolo ABCD sono lunghi 12cm e 8 cm. Facendo
riferimento alla figura, determina qual & il minimo valore dell’area del X

parallelogramma EFGH . E
Soluzione \
a\ N G
EssendoDE = x siha: 0<x<8. "‘\ . X
Dalle simmetrie presenti nella figura si ha che: A H B
Seren = Sapcp — 2 Sagn — 2 Sper ; xtg
200 :-
x-(8—x 12 —x) - x |
SEFGH=12'8_2' ( )_2( ) ; 180 1 H
2 2 ;
160 !
Seren = 96 — (8x — x?) — (12x — x?) ; Y40 : !
Sgran = 96 — 8x + x2 — 12x + 2 ; 120 i
100 P
SEFGH :2x2_20x+96 o E
60 ] :S
Essa rappresenta I'equazione di una parabola carcewita positiva. 401  v=(546) |
b _ —20_ . 2 i )
v " 2a 22 7 2 @022 6 @ 10 12 14
201 E
Considerando soltanto il ramo della parabola chddisfa le limitazioni geometriché < x < 8,
si ricava che il valore minimo si ha nel vertical¥lla parabola.
Concludiamo che l'area del parallelogramma EFGH i@ima perx =5cm .
Il minimo valore dell’area del parallelogramma EFG3
Sgrey =252 —20+5+96 = 50 — 100 + 96 = 46 .
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Esempio 10
Tra i rettangoli di perimetro assegnato 2p, trova quello di area massima.

Soluzione D c

Poniamo la misura della basgdB = x, con0<x<p
Siha:AD =p —x.

L'area del rettangolo ABCD da rendere massima é:
S)=x-(p—x);

S(x) = —x? +px;

Essa rappresenta I'equazione di una parabola carmceasita negativa.
b p p

=TT T2 T 2
2% p _ p* p* _p°
w=-@G) tr3=-T+7=7

Considerando soltanto il ramo della parabola chédisfa le limitazioni geometriche< x < p,
si ricava che il valore massimo si ha nel verticdefla parabola.

Pertanto la base &4B = g e laltezzaédAD=p—x=p— g = g .

EssendddB = AD , si conclude che il rettangolo di area massimastegnato perimetro 2p & il quadrato di
lato 2.
2

B=(p;0) «

e e e e e e m e ——————————
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Esempio 11

In un triangolo ABC, isoscele sulla base AB, risulta AC = 10 cm e
AB = 12 cm. Si traccia una corda DE del triangolo, parallela ad AB.
Determina DE in modo che I'area del triangolo DEH sia massima.

Soluzione

B

Calcoliamo la misura dell’altezza del triangolo ABC H
AH = JAC?—-HC? = 102—-62cm = v100—36cm = vV64cm = 8cm.
Poniamo la misura del cordBE =x con0<x <12 . 18y :
Dalla similitudine dei triangoli ACH e AEK siha ied4x=0 isi2 |
- [ N X '
AH : AK = HC : KE ; 8:AK=6:§; 14 '
X = 1
=2 AK =2 . ~
= 6 ; ! —_§x . , . I:
Dacuisiha:ﬁ=AH—AK=8—§x. - ) ',
L'area del triangolo DEH da rendere massima é: =i E
\ 3F-HR i
S(x)zE-DE-HK; 44 :
1 2 = :
S(x):_.x.<8__x); | 0 | | | | | e I)Q
2 3 2040 2 4 6 8 10 12 14
1 -2
S(x) = 4x — =x?; B
3 41 ‘
1 [ :
S(x) =—§x2+4x; /-6 t
! —8' E I.
Essa rappresenta I'equazione di una parabola camcesita e
negativa. J =101 :
b 4 4 p
xV = - — —-——- = - = .
2 (1 z
2+(~3) ~3

Considerando soltanto il ramo della parabola chédisfa le limitazioni geometrich®@ < x < 12,

si ricava che il valore massimo si ha nel verticdefla parabola.
L'area del triangolo DEH risulta massima per = 6:
L'area del triangolo DEH di area massima é:

S()=—sx?+4x = —2-62+4-6 = —12+24 = 12.
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Esempio 12

La misura del perimetro dell’esagono ABCDEF ¢ 24 e
la misura dei lati dei triangoli equilateri ABF e CDE &
X. Per quale valore di x I’area dell’esagono é
massima?

Soluzione

Essendoc + x + x + x < 24 siottiene: x < 6.
Pertanto le limitazioni geometriche son0 < x < 6.
Calcoliamo la misura del lato BC :

24 — 4x

BC = EF = = 12 —2x.

Determiniamo la misura dell’altezza del triangolo
equilatero ABF:

_ XN 2 x2
_ 2 _ (2 — 2 _ T
AH = X (2) = |(x i
B 3x2_\/§
= i zx.

L’area del’esagono ABCDEF da rendere massima é
S(x) = Spcer + 2 Sapr;

1 3
S(x)=x-(12—-2x) + Z-Ex-Tx;
V3
S(x) =12x — 2x% + sz;

S(x) = <§—2>x2 +12x;

V3 —
2

S(x)=( 4>x2+12x;

Essa rappresenta I'equazione di una parabola camcesita negativa.

b 12 12 12

404

301

10+

V = (5.29,131.75)

B = (10.58.9)

Xy =—5— = ———F—F = =

2a 2_(\/5—4> T V3-4  4-v3

2

Considerando soltanto il ramo della parabola chédisfa le limitazioni geometrich® < x < 6,

Qo

IR

5,29.

si ricava che il valore massimo si ha nel verticdella parabola.

L'area dell’esagono ABCDEF risulta massima per= —zﬁ = 5,29:

1
4—

L’esagono ABCDEF ha area massima parBa,75 .

(S

10
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Esempio 13

Sia y una circonferenza il cui raggio misura 5. Internamente a y, disegna:
= Una circonferenza y’, concentricaay;
* Unacirconferenza y !/, tangenteay e y /.

Determina il raggio di ¥ ! in modo che la somma delle aree dei due

cerchi limitatida y! e y ! sia minima.

Soluzione

Poniamo la misura del raggio AC = x, con 0 <x<5.
Si ottiene la misura del raggio : CD = Sz;x

L’area da rendere minima é:

S(x) = SCerchio 1r0sso + SCerchio verde

5 —x\2
S(x)=7r-x2+rt-< 5 ) ;

T
S(x) =mx? + i (25 + x2 —10x) ;
25 s 5

S(x) =mx? + Tn+1x2—znx;
() = , 5 N 25 .
X —47rx an 2 T;
Essa rappresenta I’equazione di una parabola con concavita positiva.
5
_ b -7  5Sm 2 1
o= T T 2 5 2 57
-Zn
5 12 5 1_}_25 5 5 +25 _ 5-10+25 20 er ~ 157
yV—41T 211 4n—4n2n 411— 2 n—4n—n_,.

Considerando soltanto il ramo della parabola che soddisfa le limitazioni geometriche 0 < x < 5,
siricava che il valore minimo si ha nel vertice V della parabola.

Pertanto la somma delle aree dei due cerchi limitatida y! e y ! risulta minima per x = 1.
Y |
80- :

70

|I 60 z

V=(1,15.7)
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