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Punto a 

Utilizzando le informazioni deducibili dal grafico di  ����  determiniamo il polinomio  ���� = ��2 + 
� + �    
della funzione   ��� = ��� ∙ ���� 
Essendo   ����� > 0   ∀� ∈ � ���� = 0  quando  ���� = 0 ���� = 0   ���  � = 0   ∨    � = 1 

⇒ �0 = � ∙ 02 + 
 ∙ 0 + �  0 = � ∙ 12 + 
 ∙ 1 + �  �     ! = "  # = −%  � ⇒   ��� = ��2 − �� = %�& − �    

���� > 0     ���  0 < � < 1 ⇒ % < 0 

Calcoliamo la derivata prima per 
utilizzare la terza informazione:   

( = )*√,
-   è ascissa di  

un punto stazionario di � 

⇒ 

�.���   =   �.��� ∙ ����� + ���� ∙ ����� ∙ �.���   = 

              =    �.��� ∙ ����� ∙ /1 + ����0    = 

              =    ��2� − 1� ∙ ����� ∙ /1 + ���- − ��0   
�.��� = 0 ⇒ ��2� − 1� ∙ ����� ∙ /1 + ���- − ��0 = 0        2� − 1 = 0����� = 01 + ���- − �� = 0   � = 1/22�3� = φ  

�.��� = 0   per  � = ( ⇒ 1 + ���2 − �� = 0               ���   � = ( = 1 + √5
2  

Calcoli:  

1 + � 671 + √52 8
-

− 1 + √52 9 = 0 ; 
1 + � 71 + 5 + 2√54 − 1 + √52 8 = 0 ; 
1 + � 73 + √52 − 1 + √52 8 = 0 ; 
1 + � =3 + √5 − >1 + √5?2 @ = 0 ; 
1 + � A3 − 12 B = 0 ;                  1 + � = 0 ;                   % = −C . 

Pertanto  ��� = −C ∙ �& − �           ⇒      ��� = > − &? ∙ �>E&? 
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Utilizzando le informazioni deducibili dal grafico di  F���  determiniamo il polinomio  G��� = H�2 + 2� + I    

della funzione   J�� = K�� ∙ ���� = �L& + M + N� ∙ � E&
 

Calcoliamo la derivata prima    
di  F��� F.���  =   �2H� + 2� ∙ ��E�O + �H�2 + 2� + I� ∙ ��E�O ∙ �1 − 2�� 

P-   passa per il punto  Q�0 ; 1� ⇒      F�0� = 1 
⇒ 

�H ∙ 0- + 2 ∙ 0 + I� ∙ �  �E�O = 1 

I ∙ �  R = 1 ;                        N = C  
Il punto  Q�0 ; 1�  è stazionario ⇒      F.�0� = 0 

⇒ 
�2H ∙ 0 + 2� ∙ �RERO + �H ∙ 02 + 2 ∙ 0 + I� ∙ �RERO ∙ �1 − 2 ∙ 0� = 0 

2 ∙ 1 + I ∙ 1 ∙ 1 = 0 ;              M + N = " . 
� F�0� = 1F.�0� = 0� ⇒  I = 12 + I = 0�         N = +C M = −C�      ⇒          J�� = �L& −  + C� ∙ � E&

 

Utilizziamo la terza   
informazione:  F�−(� = 0      
Essendo  �  �E�O ≠ 0    ∀� ∈ � F�−(� = 0     T�    G�−(� = 0    

⇒ 

G���  =  H�- − � + 1     

H ∙ 7− 1 + √52 8
-

− 7− 1 + √52 8 + 1 = 0 ; 

Calcoli: 

 H ∙ 3 + √52 + 1 + √52 + 1 = 0 ; 
 H ∙ 3 + √52 + 1 + √5 + 22 = 0 ; 
 H ∙ 3 + √52 + 3 + √52 = 0 ; 
 H ∙ 3 + √52 = − 3 + √52  ; 
 H =  − 3 + √52 ∙ 2

3 + √5 ;                         L =   −C . 
Pertanto  K�� = −& −  + C ⇒                     J�� = �−& −  + C� ∙ �>E&? 
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Punto b 

 

Studiamo la funzione   ��� = � − &� ∙ � E&
 

Dominio U = �−∞, +∞� 

Simmetrie 
���� non è ne pari ne dispari  

��−�� = �−� − �−��-� ∙ �E�E�E��O  =  �−� − �-� ∙ �E�E�O ≠ �+����−����� 
Intersezione con 
gli assi 

�0; 0� ,   �1; 0�  

Segno  

���� > 0     ∀� ∈ �0 , 1�                         ���� < 0     ∀� ∈ �−∞ , 0� ∪ �1 , +∞� 

�� − �-� ∙ �  �E�O > 0 ;       
Essendo  �  �E�O > 0    ∀� ∈ � ,    �� − �-� ∙ �  �E�O > 0     ���   � − �- > 0 ;     0 < � < 1 

Comportamento 
agli estremi del 
dominio 

���� ha l’asintoto orizzontale  Y = 0 . 
H32�→E[�� − �-� ∙ �  �E�O = �∞ ∙ 0 = ? �  

=    H32�→E[
� − �-
�  �OE�   =    H32�→E[

−�-
�  �O   =   ]−∞+∞  = ? ^  =   0 .  

perché l’esponenziale è un infinito di ordine superiore. 
Oppure utilizzando De L’Hospital: 

H32�→E[
� − �-
�  �OE�    =⏞̀    H32�→E[

1 − 2�
�  �OE� ∙ �2� − 1�   =    H32�→E[

−�2� − 1�
�  �OE� ∙ �2� − 1�  = 

=    H32�→E[
−1

�  �OE�     =    H32�→E[
−1
�  �O   =   −1+∞   0E . 

 

H32�→*[�� − �-� ∙ �  �E�O = �∞ ∙ 0 = ? �  
=    H32�→*[

� − �-
�  �OE�   =    H32�→*[

−�-
�  �O   =   ]−∞+∞  = ? ^  =   0 .  

perché l’esponenziale è un infinito di ordine superiore. 
Oppure utilizzando De L’Hospital: 

H32�→*[
� − �-
�  �OE�    =⏞̀    H32�→*[

1 − 2�
�  �OE� ∙ �2� − 1�   =    H32�→*[

−�2� − 1�
�  �OE� ∙ �2� − 1�  = 

=    H32�→*[
−1

�  �OE�     =    H32�→*[
−1
�  �O   =   −1+∞   0E . 

���� non ha asintoti verticali o obliqui. 

Derivata prima 

���� = �� − �-� ∙ �  �E�O
 

�.��� = �1 − 2�� ∙ �  �E�O  +  �� − �-� ∙ �  �E�O ∙ �1 − 2�� 

�.��� = �1 − 2�� ∙ �  �E�O/1 + �� − �-�0 
�.��� = �1 − 2�� ∙ �−�- + � + 1� ∙ �  �E�O

 

�.��� = �2� − 1� ∙ ��- − � − 1� ∙ �  �E�O
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Segno della 
derivata prima 

�.��� > 0  in  ])E√,
-  , )

-^ ∪ ])*√,
-  , +∞^   →  ����   è crescente in  ])E√,

-  , )
-^ ∪ ])*√,

-  , +∞^                    

�.��� < 0  in  ]−∞ , )E√,
- ^ ∪ ])

- , )*√,
- ^   →  ����   è decrescente in  ]−∞ , )E√,

- ^ ∪ ])
- , )*√,

- ^ 

�2� − 1� ∙ ��- − � − 1� ∙ �  �E�O > 0 ;  
Essendo  �  �E�O > 0  ∀� ∈ �  il segno è dato dal polinomio  �2� − 1� ∙ ��- − � − 1� �2� − 1� ∙ ��- − � − 1� > 0 
Studiamo i segni dei due fattori: 

 
              1 − √52                   12                 1 + √52  

2� − 1 > 0 � > 12 
– – + + 

�- − � − 1 > 0 � < 1 − √52     ∨    � > 1 + √52  
+ – – + 

 �.��� – + – + 
 � ���     
              min              max              min 

Calcoli:   

�- − � − 1 > 0     ���      � < 1 − √52     ∨    � > 1 + √52  

⎣⎢
⎢⎢
⎡�- − � − 1 = 0 ;       ∆= �−1�- − 4 ∙ 1 ∙ �−1� = 5               �),- = 1 ∓ √52   =      �) = 1 − √52

�- = 1 + √52 ⎦⎥
⎥⎥
⎤
 

Max e min 1 − √52     �    1 + √52     TiIi �jIk3 l3 23I32i  �TTiHjki            � = 12   è jI �jIki l3 2�TT32i �TTiHjki 

Insieme 
immagine 

n2 ���� = =− 1�  , √�o
4 @ 

� 71 + √52 8   =   61 + √52 − 71 + √52 8-9 ∙ �  6)*√,- E7)*√,- 8O9   =    71 + √52 − 3 + √52 8 ∙ �  7)*√,- Ep*√,- 8   = 

=    71 + √5 − 3 − √52 8 ∙ �  7)*√,EpE√,- 8    =  −�E)   =   − 1� . 
� q12r   =   712 − q12r-8 ∙ �  7)-E])-^O8   =    q12 − 14r ∙ �  ])-E)s^    =    14 �  )s    =    √�o

4  . 
Punti di non 
derivabilità 

����  è derivabile in tutto il suo dominio perché prodotto di una funzione polinomiale per una 
funzione esponenziale. 

Derivata 
seconda 

�.��� = �2� − 1� ∙ ��- − � − 1� ∙ �  �E�O   
�.��� =  �2�p − 2�- − 2� − �- + � + 1� ∙ �  �E�O

 

�.��� =  �2�p − 3�- − � + 1� ∙ �  �E�O
 

�..��� =  �6�- − 6� − 1� ∙ �  �E�O + �2�p − 3�- − � + 1� ∙ �  �E�O ∙ �1 − 2�� 

�..��� =  �6�- − 6� − 1� ∙ �  �E�O + �2�p − 3�- − � + 1 − 4�s + 6�p + 2�- − 2�� ∙ �  �E�O
 

�..��� =  �−4�s + 8�p + 5�- − 9�� ∙ �  �E�O
 

�..��� =  −� ∙ �4�p − 8�- − 5� + 9� ∙ �  �E�O
 

�ww�� =  − ∙ � − C� ∙ �x& − x − y� ∙ � E&
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Fattorizziamo: 4�p − 8�- − 5� + 9 .                    I divisori di 3 sono:    Up = z ±1 , ±3, ±9 | 
Applicando la regola di Ruffini si ha: 

=  �� − 1� ∙ �4�- − 4� − 9�  =  
 

 4 −8 −5 +9 

1  +4 −4 −9 

 4 −4 −9 0 

 

4�- − 4� − 9 = 0 ;           ∆4 = 4 + 36 = 40 ;       �),- = 2 ∓ √404   =    �) = 2 − 2√104 = 1 − √102
�- = 2 − 2√104 = 1 − √102

 

Segno della 
derivata 
seconda 

�..��� =  −� ∙ �� − 1� ∙ �4�- − 4� − 9� ∙ �  �E�O > 0 

Essendo  �  �E�O > 0   ∀� ∈ �,  

il segno di  �..���  è dato dal prodotto:   −� ∙ �� − 1� ∙ �4�- − 4� − 9� 

Studiamo i segni dei tre fattori:             1 − √102             0                    1            1 + √102  

−� > 0 � < 0 + + – – – 

� − 1 > 0 � > 1 – – – + + 

4�- − 4� − 9 > 0 � < 1 − √102     ∨    � > 1 + √102  + – – – + 

 �..��� – + – + – 
 � ���      

            flex           flex         flex          flex                                
 

Flessi 

Le ascisse dei punti di flesso sono: 

� = 1 − √102   ,          � = 0  ,         � = 1 

Grafico  

di  ���� 

 
 

Per dimostrare che la retta di equazione  � = )
-   è asse di simmetria per il grafico della funzione ���� 

effettuiamo una traslazione della curva di un tratto � = )
-  nel verso negativo del’asse x. 

Le equazioni della traslazione sono:  }�~ = � − )
-Y~ = Y + 0�         da cui otteniamo le formule inverse:   }� = �~ + )

-Y = Y~       � 
Sostituiamo nell’equazione   Y = �� − �-� ∙ �  �E�O

 

Y~ = =�~ + 12 − q�~ + 12r-@ ∙ �  ��*)-E]��*)-^O
 

Y~ = A�~ + 12 − q�′- + 14 + �′rB ∙ �  ��*)-E]�~O*)s*�~^ 
Y~ = A14 − �′-B ∙ �  )sE�~O  . 
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Questa è l’espressione di una funzione pari (simmetria rispetto all’asse y). 

Infatti:  ��−�′�    =    �)
s − �−�′�-� ∙ �  �oE�E�~�O    =    �)

s − �′-� ∙ �  �oE�~O    =    ���′� . 
 

 

 
Per determinare il numero delle soluzioni dell'equazione ���� = �  al variare di �,  

contiamo le intersezioni del grafico di  ����  con la generica retta orizzontale  Y = � . 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

  

Valore di k Numero delle soluzioni 

� < − 1� nessuna soluzione 

� = − 1� 2 soluzioni  doppie 

− 1� < � < 0 4 soluzioni 

� = 0 nessuna soluzione 
0 < � < √�o

4  2 soluzioni  
� = √�o

4  2 soluzioni coincidenti 
� > √�o

4  nessuna soluzione 
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Punto c 

 
 

Verifichiamo  che :  
1(   è jIi ���i l3   J�� = �−& −  + C� ∙ �>E&? 

Calcoliamo:  
1( 

C�    =    1
1 + √52

   =    2
1 + √5    =    2

1 + √5 ∙ 1 − √5
1 − √5    =    2>1 − √5?1 − 5    =    √� − C&   

Essendo  �  �E�O ≠ 0  ∀� ∈ �             F��� = 0     T�    G��� = 0                     li��   G���  =  �−�- − � + 1� 

Verifichiamo che  

G q1(r = 0 

G q1(r    =    − 7√5 − 12 8
-

− √5 − 12 + 1   =    − 5 + 1 − 2√54 − √5 − 12 + 1  = 

=    −6 + 2√54 − √5 − 12 + 1   =    −6 + 2√5 − 2 ∙ >√5 − 1? + 44    = 

=    −6 + 2√5 − 2√5 + 2 + 44    =    04    =    0 . 
 

 

Verifichiamo  che il triangolo ABC è rettangolo 

Dal testo del problema: “l’ascissa 
del punto A  è  −( " 

      ��−� ;  "� 

Dalla dimostrazione precedente   
)
� 

è l’ascissa del punto B. 
      � qC� ;  "r 

Dal grafico della traccia del 
problema:       ��" ; C� 

Dal grafico, presumibilmente 
l’angolo retto è in C. 

Calcoliamo quindi il coefficiente 
angolare della retta  AC: 

2��   =   Y� − Y��� − ��   =   0 − 1−( − 0   =   1( 

Calcoliamo il coefficiente angolare 
della retta  BC: 

2��   =   Y� − Y��� − ��   =   0 − 11( − 0   =   −11(
  =   −( . 
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Essendo il prodotto dei coefficienti angolari  2�� ∙ 2�� = )
� ∙ �−(� =  −1   

ne segue che le due rette sono tra loro perpendicolari e quindi ABC è un triangolo rettangolo  >Q� = 90°? . 
 

 

Determiniamo le coordinate dei punti di intersezione fra le due curve  P)  e  P- . 

 

Risolviamo il sistema 

�Y = ����Y = F���� }Y = �� − �-� ∙ �>�E�O?           
Y = �−�- − � + 1� ∙ �>�E�O? � 

Sostituiamo l’espressione 
della prima equazione 
nella seconda equazione: 

 −           �� − �-� ∙ �>�E�O? = �−�- − � + 1� ∙ �>�E�O? � 
Dividiamo ambo i 
membri per  

�>�E�O? ≠ 0   ∀� ∈ � 

 −           �� − �-� = �−�- − � + 1�� 
Determiniamo il valore  
di  � : 

 −           2� = 1 �           }
−           
� = 12 � 

Sostituiamo il valore 
trovato nella prima 
equazione: 

�Y = 712 − q12r-8 ∙ �)- E ])-^O  =   14 ∙ �)s
−

� 
Le coordinate dell’unico punto di intersezione fra le due curve  P)  e  P-  sono:  � qC

&  ;  √�x
x r . 

Punto già trovato in precedenza (massimo assoluto di ���� ). 
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Determiniamo la lunghezza massima del segmento  �)�- . 

 

Le coordinate del 
punto �) sono:      �) > �  ;   �� − �-� ∙ �>�E�O? ? 

Le coordinate del 
punto �- sono:      �- > �  ;   �−�- − � + 1� ∙ �>�E�O? ? 

La lunghezza del 
segmento  �)�-  è: 

     �)�-������   =    �Y�� − Y�O�   =    ��� − �-� ∙ �>�E�O? − �−�- − � + 1� ∙ �>�E�O?� 
     �)�-������   =    �/�� − �-� − �−�- − � + 1�0 ∙ �>�E�O?� 
     �)�-������   =    ��2� − 1� ∙ �>�E�O?� 

Poiché  � ≥ )
-     2� − 1 ≥ 0            ⇒                |�2� − 1�| = +�2� − 1�     e      ��>�E�O?� = �>�E�O? 

La funzione da 
massimizzare è: 

L �� =  �& − C� ∙ �>E&?        in    �)
-  , +∞� 

Calcoliamo la 
derivata prima 

H. ���   =   2 ∙ �>�E�O? + �2� − 1� ∙ �>�E�O? ∙ �1 − 2�� 

H. ���   =   /2 + �2� − 1� ∙ �1 − 2��0 ∙ �>�E�O? 
H. ���   =   �2 + 2� − 4�- − 1 + 2�� ∙ �>�E�O? 
H. ���   =   �−4�- + 4� + 1� ∙ �>�E�O? 

Segno della 
derivata prima �−4�- + 4� + 1� ∙ �>�E�O? > 0 

Essendo  �  �E�O > 0  ∀� ∈ �  il segno è dato dal polinomio  −4�- + 4� + 1 . 

−4�- + 4� + 1 > 0     ���      1 − √22 < � < 1 + √22  

⎣⎢
⎢⎢
⎡ 4�- − 4� − 1 = 0 ;      ∆4 = �−2�- − 4 ∙ �−1� = 8               �),- = 2 ∓ √84 = 2 ∓ 2√24   =      �) = 1 − √22

�- = 1 + √22
   

⎦⎥
⎥⎥
⎤ 

 
              1 − √22              1 + √22  

−4�- + 4� + 1 > 0 1 − √22 < � < 1 + √22  �.��� –        + – 

 � ���    
                                    max 

 

Quindi, la lunghezza massima si ha per         = C + √&&  
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 La lunghezza 
massima è: 

H 71 + √2
2 8  =  72 ∙ 1 + √22 − 18 ∙ �6)*√-- E7)*√-- 8O9     =    >1 + √2 − 1? ∙ �7)*√-- E)*-*-√-s 8    = 

   =    √2 ∙ �7)*√-- Ep*-√-s 8    =    √2 ∙ �7-*-√-EpE-√-s 8   =    √2 ∙ �E)s   =    √&
√�x  . 
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Punto d 

 

Determiniamo l’area della regione limitata � compresa tra  P)  e  P-  e l’asse delle ordinate. 

 

��  =   � /F��� − ����0 l�
)-

R  =   � ��−�- − � + 1� ∙ ��E�O − �� − �-� ∙ ��E�O� l�
)-

R   = 

    =   � /�−�- − � + 1� − �� − �-�0 ∙ ��E�O  l�
)-

R   =   � �1 − 2�� ∙ ��E�O  l�
)-

R   = 

L’integrale è del tipo:  � �.��� ∙ � ��� l� =   � ��� +  Q 

��  =   ���E�O�R
 )-   =    �)-E])-^O − �RERO   =    �)s − 1  =    √�x − C . 
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Determiniamo il valore di k per cui  �′ equivalente ad �. 

 

Osserviamo che per  � ≥ )
-    risulta   ���� > F��� 

���  =   � /���� − F���0 l�¡
)-

 =   � ��� − �-� ∙ ��E�O − �−�- − � + 1� ∙ ��E�O� l�¡
)-

  = 

    =     � �2� − 1� ∙ ��E�O  l�
)-

R   = 

L’integrale è, a meno del segno meno,  del tipo:  � �.��� ∙ � ��� l� =   � ��� +  Q 

���  =   �−��E�O�)-
 ¡   =    −�¡E¡O − =−�)-E])-^O@   =    −�¢E¢& + √�x    . 

 

La condizione che occorre che si verifichi è     

−�¢E¢& + √�x = √�x − C  
�¡E¡O = 1 ; 
�¡E¡O = �R ; 
k − k- = 0 ;           k ∙ �1 − k� = 0            k = 0     IiI ����kk�
3H�¢ = C         ����kk�
3H�      
 

La soluzione accettabile è  k = 1  perché nel testo del problema risulta k ≥ )
- .   


