ESAME DI STATO LICEO SCIENTIFICO
Anno scolastico 2024/2025

Problema 1

«La ragione non é nulla senza 'immaginazione» - Cartesio

Datir > 0 e k < 0. si considerino la circonferenza C,., di centro I'origine e raggio r, e la funzione

fk(x) = klx| .

a) Verificare che f, & continua ma non derivabile in x = 0 qualunque sia il valore di k.
Individuare i due valori di r in corrispondenza dei quali C, delimita con il grafico di f,, per
opportuni valori di k, un settore circolare nel semipiano y < 0 di area m e contorno di
lunghezza 4 + m. Stabilito che r = 2 e il maggiore di tali valori, in uno stesso riferimento
cartesiano Oxy, tracciare la circonferenza C, € il grafico della funzione f_; .

b) Studiare la funzione g(x) =4 — x2, specificandone dominio, simmetrie, punti di non
derivabilita, intervalli di monotonia ed insieme immagine. Verificare che il grafico di g coincide
con la parte di C, che si trova nel semipiano y > 0. Spiegare perché g non € invertibile nel
suo dominio ed esplicitare l'intervallo [a; b] di ampiezza massima, con b > 0, nel quale g
ammette una funzione inversa h. Qual & I'espressione analitica di h?

c) Sia A un punto del grafico di g, situato nel | quadrante, e siano M e R le sue proiezioni
ortogonali sugli assi del riferimento. Determinare le coordinate di A in modo che il quadrilatero

AMOR abbia area massima. Dopo aver verificato che tale quadrilatero € un quadrato,
dimostrare che & anche quello di perimetro massimo.

d) Si consideri la funzione F(x) :f_xzv4—t2 dt, con x € [—2;2]. Determinare F(2) e

tracciare un grafico di F, dopo averne studiato monotonia e concavita. Scrivere, inoltre,
'equazione della retta tangente al grafico di F' nel suo punto di flesso.

Punto a

Esplicitiamo la funzione: f, (x) = k- |x| = {+kx se x>0

—kx se x<0
La funzionefy (x) , trattandosi di una funzione polinomiale eéntinua e derivabilevx # 0.

Affinché la funziong (x) sia continua inx = 0 occorre che:
lim fi(x) = lim fi(x) = f(0)=0
x—>0 x—0

x— 0~ x— 0t

Pertanto la funzione e continuaim = 0 .

Affinché la funzione sia derivabilex = 0 occorre che:  lim f'(x) = lm f'(x)
: : R _ (+k se x>0

Calcoliamo la derivata prima: f', (x) = {—k co 5 <0

lim f'(x)= -k = —k lim f'(x)= +k = +k

x— 0~ x— 0t

Essenddk <0 = —k # k lafunzionefi (x) non € derivabile inx = 0 .

In tale puntof (x) presenta un puntangolosc



L’equazione della circonferenza di centro l'origireaggior € : x% + y? =12,

y

Indichiamo corx 'ampiezza (in radianti) dell’angolo al centro deéttore circolare formato dai due rami
del grafico dif;,(x) e conl lalunghezza dell'arco corrispondente.

L’'area del settore circolare &: | Palla proporzione:Sgerrore * Scerchio = @ * 2 siottiene:

2 2
; =Z.q-7r? _ a " Scerchio _amrtar
Ssettore circolare 2 a-r Ssettore - 27-[ = 27_[ = 2
La lunghezza dell'arco é: Dalla proporzione:l: C = a: 2m si ottiene:
C-a 2Tr-a
larco=a-r [l = o = o = a-r

La lunghezza del contorno del
settore CII‘CO|are e: lcontorno = O_A + O_B + /TB = r+r+a-r =2r+ ar
leontorno = 27 + ar

Le condizioni poste dal quesito sono:

1
{ Ssettore circolare — T —arl =1 a = Z_T[ 2T
lcontorn0:4+n 2 r? 27’+r—2-r=4+n

2r+ar=4+m

21
2r+7=4+7r; 2r2 4+ 2m = 4r + nr; 2r? —(44+m)r+2m=0;

A= (44m)?—4-2:2n = 16+n?+8r—16m = 16+ 7% —8r = (4—m)?

44+m7—(4—m) 21 s
_A+mrFJE-n)? n= 4 )
2= 22 - 4+m+(4—-m) 8
7‘2= 4 = Z = 2
y
| grafici di:

Co: x*4y*>=22

—1x se x=0
fal): y=—lxl= {+1x se x<0

sSono rappresentati a lato.
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Punto b

Studiare la funzione g(x) = V4 —x2, specificandone dominio, simmetrie, punti di non
derivabilita, intervalli di monotonia ed insieme immagine. Verificare che il grafico di g coincide
con la parte di C, che si trova nel semipiano y = 0. Spiegare perché g non € invertibile nel
suo dominio ed esplicitare l'intervallo [a; b] di ampiezza massima, con b > 0, nel quale g
ammette una funzione inversa h. Qual & I'espressione analitica di h?

Studio della funziongy(x) = V4 — x?2

D (g(x)) = [-2,+2]
4—-x220; [4—-x*=0; x*=4; x=7%2] - —2<x< 42

Dominio

g(x) ésimmetrica rispetto all'asse (funzione pari)

g(=x) =4 - (—x)? = V& —x%2 = g(x).

nt . P(=2;0), Q(20), 5(0;2)

ntersezione con

gli assi y=+14—-x2 Jo=+14-22 {4—x2=0 . P(-2;0) {y= [4—x2 5(0;:2)
y=0 y=0 y=0 Q(+2;0) 0 '

g(x) >0 Vx € Dominio

La radice quadrata & sempre positiva nel suo dam

Comportamento g(x) non ha asinto.
agli estremi del

Simmetrie

Segno

= - —x2 = m J4—x? =
dominio m VA= xf =0 m V4 —xt =0
—X _

g'(x) = — x # F2
Derivata prima 41_x

() = - (-20) = =

g = —_— =

2V4 — x? 4 — x?

g'(x)>0 in (-2,0) - g(x) e crescente if{—2,0)
g'(x) <0 in(0,+2) - g(x) € decrescente if0,+2)

Segno della N
derivata prima >0;
P V4 — x?

Essendov4 —x? > 0 Vx € D il segno e dato dal numeratore >0; x<0.
Max e min ha un puntali massimo irx = 0
Insieme fm g(x) = [0’2]. . , .
immagine Essendg (x) continua in[—2,2] , crescentén (—2,0) , decrescentin (0,+2) e g(0) =2

Img(x) =10,2]

g(x) non é derivabile inx = -2 einx =+2.

x =—2 e x =42 sono punti a tangente verticale.
Punti di non _— , —x —(-2)
derivabilita ~ Um, 9 () = lim s = =5 = feo

. I . . —X . _(+2) _
xille‘g (X) a xilm‘w/zl__xz N 0+ N
—4
11 T
g (x)= x# +2
: (4 —x?)V4 — x?

Derivata M X2 (4 — x2) — x2
seconda —1-V4—x2 — (—x) - — —V4—x2 - —= =

310 = T _ Vi—xZ _ _ Vi-a?

(Va—x2)" ot ot
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—4

C (-x2)VA— 2

g'(x) <0 VvxeDgx) - g(x) & concavavx € D g(x).
Segno della —4 -
Derivata (4 — x2)VA — x2
seconda Il denominatore & sempre positivo nel dominig ¢k).

Pertanto il segno é dato dal numeratore:4 > 0, ma esso risulta sempre negativo.

y
0, 2)

w
1l

Grafico
di g(x)

P=(2,00 O Q=(2 0)

Dall'equazione della circonferenzg, : x% + y? =4
yZ =4 — xZ ;
y=FV4—x2;

Considerando il semipianp > 0 siricava: y = +V4 — x? che e I'espressione della funziogéx) .

Ricordiamo che:

Se una funzione & monotona in un intervallo (sempre crescente o sempre decrescente), allora la funzione
e iniettiva e quindi é invertibile.

Nel nostro caso la funziongx) non € monotona nel suo dominio, quigéi) non €& invertibile.

L’intervallo [a, b] di ampiezza massima cér> 0 nel quale la funziong(x) ammette la funzione inversa é
I'intervallo [0,2] perché in tale intervallg(x) € sempre strettamente decrescente .

Essendg (x) simmetrica rispetto alla bisettrice del | e lll ggrante, la funzione inversa gdix) € se stessa,
cioé h(x) = V4 — x2.

La funzione inversai(y) poteva anche ottenersi ricavando la x dall'espiase dig(x):
— 4 — 2
{y: 4 — x2 {y2=4—x2 {x2=4—y2 X=y4-y

x €[0,2] x €[0,2] x€[0,2] ;E{gg
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Punto ¢

Sia A un punto del grafico di g, situato nel | quadrante, e siano M e R le sue proiezioni
ortogonali sugli assi del riferimento. Determinare le coordinate di A in modo che il quadrilatero

AMOR abbia area massima. Dopo aver verificato che tale quadrilatero &€ un quadrato,
dimostrare che & anche quello di perimetro massimo.

Il punto 4 ha coordinated (x ; V4 — x?2)
L’'area del quadrilatercdMOR da rendere massima S = OM - AM y
S(x)=x-+4—x2 con 0<x<2

La funzione e continuaell'intervallo chiuso e limitat [0, +2],
per il teorema di Weiestrass ammette mas:

S(0)=0-+/4-0%2=0 S(2)=2-4/4-22=0

Calcoliamo la derivata prima:

1
S'x) = 1- V4 —x2+x——="(-2x) =
2V4 — x?

m x? 4 — x?% — x? 4 — 2x?
= — X4 — = =
V4 — x2 V4 —x2 V4 — x2

Segno della derivata prima:

4 — 2x? >0

V4 — x? ’

Essendo il denominatore sempre positiv[0,+2], il segno é dato dal numerato
4-2x2>0 [4-2x2=0; 2x*=4; x=7TFV2] - —V2<x<+V2

Dovendadiscutere la disequazione nell'interva[0, +2] si ha che:
S'(x)>0 in (0,v2) - S(x) & crescente iff0,v2)
S'x)<0 in(vV2,2) - S(x) & decrescenteifw2,2) .

Pertanto 'area & massima per = vZ e vale S(v2) =vZ- [4—(vV2) =vZ- V&—2=2

OM = V2 M = J4-(V2) = Va—-2Z = V2.

Pertanto il quadrilaterddMOR di area massima un quadrato.
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Il perimetro del quadrilaterddMOR da rendere massimo ép = 2 - (OM + AM) .
p(x)=2-(x+ 4—x2) con 0<x<2

La funzione é continua nell’'intervallo chiuso eitiato [0, +2],
per il teorema di Weiestrass ammette massimo.

P(0)=2'(0+ 4—02)=4 p(2)=2-(2+ 4_22)=4
Calcoliamo la derivata prima:

1
p'(x) = 2-(1 +m-(—2x)) = z-<1— —
Segno della derivata prima:
2. (_V‘*—x—x> Y
Vi-x? '

Essendo il denominatore sempre positiv0irt-2] , il segno & dato dal numeratore:

Vd—x2—-x>0

) x<0 x=0
Xt >x < {4—x220 v {4—x22x2
Dovendo risolvere la disequazione nell'intervdllp +2] , il primo sistema viene scartato.
x>0 x=0
= <x<
{4—2x220 {—\/5st+\/§ 0sx=V2
Calcoli: 4—2x2>0 [4—-2x2=0; 2x?=4; x=7FV2] - —V2<x<+/2

p'(x) >0 in (0,v2) - p(x) @& crescente if0,v2)
p'(x) <0 in(v2,2) - p(x) & decrescenteifw2,2).
Pertanto il perimetro & massimo per= v2

e vale p(ﬁ)=z-<ﬁ+ /4_(ﬁ)2>=z-(ﬁ+ﬁ)=m.
OM = V2 aM = [4-(V2) = Va—2Z = VZ.

Pertanto il quadrilatercdMOR di perimetro massimo & sempre un quadrato.
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Punto d

Si consideri la funzione F(x) :f_xzxm—t"- dt, con x € [-2;2]. Determinare F(2) e

tracciare un grafico di F, dopo averne studiato monotonia e concavita. Scrivere, inoltre,
I'equazione della retta tangente al grafico di F nel suo punto di flesso.

2
F(2) = f V4 —t2dt = 2m.
-2

. (2 o . , .
Infatti f—z V4 — t? dt rappresenta I'are della parte di piano compresa tra il grafico deflanzioneg(t) = V4 — t2,
'asse delle ascisse e le rette= -2 e t = +2.

Essendo il grafico della funziong(t) = V4 — t? la semicirconferenza’, di centro I'origine,raggior = 2 del
semipiangy = 0 si ha:

2
1 1
F(2)=f 4 —t2dt = —mw-r? = —@m-2?2 = 2m.
2 2 2
Oppure
Calcoliamo l'integrale per sostitiane
Poniamot = 2sinz - dt = 2cosz dz
— I
ot tyh=—2 - z;= arcsinT = arcsin(—1) = —3
z = arcsing - ) -
t,=42 - z,= arcsinT = arcsin(+1) = +E

T s
+7 +7
F(2) = j-n 4 —(2sinz)?2-2cosz dz = Jﬂ 4 —4sin%2z-2cosz dz =

+5 +5
Jn 4(1 —sin%?z)-2cosz dz = fn 4cos?z-2cosz dz =

T

+2 +E
= f 2cosz-2cosz dz = 4-f cos’z dz =
T T

. . . . a [ 1+cosa —_ 14+cos2 14+cos 2
Utilizzando la formula di bisezionecos - = F |— > cosz=F / . 2 5 cos?z= . z

Vs
711 1 11 1z

dz = 4-f [—+—cosZz] dz = 4-[—z+—-—sm22]
_g 2 2 2 _n

T 2 2 2

[ e D e ()] -

% 1+ cos 2z
4.j Ltcoszaz
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Per tracciare il grafico diF(x) facciamo alcune considerazioni.
F'(x) = g(x) per il teorema fondamentale del calcolo integrale.

Fllx)=g(x) =20 in [-2,2] = F(x) é crescente in[—2,2]
Fl(x)=g'(x) >0 in (=2,0) = F(x) éconvessair{—2,0) In x=0 cé
Fl'(x)=g'(x) <0 in(0,+2) = F(x) & concavain(0,+2) un punto di flesso

L’equazione della retta tangente nel punto di ftesglata:
y = F(0) = F'(0) (x~ 0)
F'(0) =g(0) = 2.
F(0O)=m
Infatti:
F(0) = f_oz V4 — t? dt rappresenta I'arealella parte di piano compresa tra il grafico deflanzioneg (t) = V4 — t2,
'asse delle ascisse e le rette= -2 et =0.

Essendo il grafico della funziong(t) = V4 — t? la semicirconferenza’, di centro I'origine, raggia- = 2 del
semipiangy = 0 si ha:
F(0) = fo 4—t2dt = E7r-r2 = 17T-22 = 1.
_2 4 4
Determiniamo quindi I'equazione della retta tangenel punto di flesso:

y —F(0) =F!(0): (x—0) - y—-m=2-(x—-0)-> y=2x+m

Il grafico qualitativo della funzioné& (x)
e rappresentato a lato:
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