ESAME DI STATO LICEO SCIENTIFICO

MATEMATICA
Problema 1
Si consideri f, ,(x) = ax:;b ,cona,b € R.

a) Determinare i valori dei parametri in modo che la retta t, di equazione 7x +y — 12 = 0, sia
tangente al grafico di f, , (x) nel suo punto P diascissa x = 1.

Siponga, dorainavantia =1e b = 4.

3
b) Studiare la funzione f(x) = T

= e tracciarne il grafico y. Scrivere I'equazione dell'ulteriore retta

tangente alla curva y passante per P.

¢) Alvariare del parametro reale m, determinare il numero di intersezioni tra la retta di equazione
y—5=m(x—1)elacurvay.

d) Sia S(k), conk > % 'area della regione finita di piano compresa tra la curva y, il suo asintoto
obliquo, la retta t e la retta di equazione x = k. Calcolare il lim S(k), fornendo

k—=+m
un’interpretazione geometrica del risultato ottenuto.
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Punto a
1l punto P di ascissa x = 1, dovendo appartenere alla retta 7x +y — 12 =0, ha ordinatay = 5:

7-1+y—-12=0; y = 5. Pertanto le coordinate del punto P sono: P (1;5).

Per determinare i valori dei parametri a e b imponiamo le due condizioni:

- Passaggio del grafico della funzione per il punto P (1;5): 5=a-1 +1£2 ; a+b=>5.

- ffe=1D) =m;
, 3ax?-x?—2x-(ax®*+b) 3ax*—2ax*—-2bx ax*—2bx  x(ax®—2b)
f'ix) = 4 = 4 = 4 = 4 ;
, 1(a1® — 2b)
fl(x=1)=m,; T=—7; a—2b=-7

Risolvendo il sistema fra queste due equazioni nelle incognite a e b si ottiene:

e R O Sy N PP

x3+4
2

La funzione richiesta e pertanto: y =
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Punto b

3
Studiamo la funzione: — y = X" +4
x2
Dominio | D={x€R /| x + 0}
x* +4
fE) =0 ——=0; x*+4=0; x% = —4; x=-V4.
x3+4 3
f(x)>0 = >0; Essendox?>0VxeED = x3+4>0; x3 > —4; x> —34.
. _ (—x)*+4 —x*+4 (+f(x)
Simmetrie —x) = = {
f0 ="y =7 Pl
Limiti e P44 oo (14
Asintoti | lim > = [ = F.I.] = lim > lim x(l +— + o0
x—+00 X + o0 xX—+00 X x—+00
4
() o xP4+4 1t . x3'(1+x_3) . 4
m = lim —— = lim 3 =[ ]lem —3=llm (1+—3>=1
y=x x—>+00 X x—+00 X + o0 x—+00 X xX—+00 X
eun _ oy . x3 + 4 . x3+4—x3_ i’ .,
Asintoto |4 = x_llnoo[f(x) —mx] = x—lJIloo 2 X —= = xitrnwx_z_ _
obliquo ;
limx +4=—oo m = lim@: q = lim[f(x) —mx] = —
X—>—00 xZ xX—->—0o X xX—+0o
x=0
. 3 3
e un o ox°+4 - x°+4
Asintoto xli’gﬁ x2 +o xlgg)l— x2 oo
verticale
Derivata £ ) = x(ax® — 2b) _ox(1-x*=2-4)  x(x*-8)
prima %=1 b=4 x* we1 ped x*
x(x® -8
f'(x)=0 ¥=0; x(x>—8)=0; X1
X X2
x(x3 -8
%>0; Essendo x*>0 Vx€D > x(x3*-8)>0;
x(x—2)(x?2+2x+4)>0 Essendo x*+2x+4>0 Vx€D
0 2
x>0 x>0 — +
x—2>0 x> 2 - -
f(0) >0 R

La funzione e crescente per x <0 V x> 2;

La funzione e decrescente per 0 < x < 2;

Pertanto in x = 2 la funzione ha un minimo relativo.

23+4_8+4_
22 4

f2) =

= M (2;3)

punto di minimo relativo.
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x(x3—-8) x3 -8 _x(x*-8)  x*-8

Im—a— sl = m— g = lm = te
Derivata | . ,, _ 3x2-x3—3x%- (x3-8) B 3x° — 3x° 4 24x? B 24x? 24
seconda fre) = (x3)2 - X6 T 6 T x4

24 . - i
f'fx)>0 —J>0 VxeD La funzione ha concavita sempre positiva.
X

1l grafico della funzione é riportato a lato. 1]

Ay =x
Per trovare ’equazione dell 'ulteriore retta tangente alla curva nel punto P occorre innanzitutto trovare il
fascio di rette proprio passante per il punto P (1;5) .

L’equazione del fascio di rette proprio passante per il punto P (1;5) e:

y—yp=m-(x—xp); y—=5=m-(x—1); y=mx—-m+5.

Risolvere il sistema formato fra [’equazione del fascio di rette e [’equazione della curva:
y=mx-—m+5 -

x® +4
y:

3
x°+ 4
{mxg—mxz+5x2 =x3+4

x2

{mx—m+5=

X2
m—-1Dx3+G-m)x2—4=0;
Di questa equazione conosciamo gia una soluzione x = 1.

Applicando la regola di Ruffini si ha:

x—1D-((m=—Dx?>+4x+4) =0
=1 (n-1) ) 1 m—1 +4 | +4

| m-1  +4  +4 | 0

x=0
m—1Dx?>+4x+4=0

(x—1-((m—Dx?+4x+4) =0;
Imponiamo la condizione di tangenza, cioe A= 0 :

b?—4-a-c=0; 42 —-4-(m—1)-4=0; 16 —16m+16 =0; m=2.
Pertanto I’equazione dell 'ulteriore retta tangente alla curva nel punto P (1;5) é :

y=mx—m-+5; y=2x+3.
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Punto c

Per determinare il numero di intersezioni tra la retta di equazione y = mx —m+5 ela curva y,
consideriamo il sistema formato dalle equazioni di queste due curve:

y=mx—m+5 -

3 x3+4 -~
y:x +4 {mx—m+5= > {mx3—mx2+5x2=x3+4
X2 x
Da questa equazione ricavo m :
x3 —5x%+4
m(x3—x2)=x3—5x2+4; m=W;
1 -5 0 +4
Applicando la regola di Ruffini si ha: . . A 4
+ — —_—
3_5x24+4=(x—-1)-(x*—4x—-4
x x (x—1)(x x —4) ‘ 1 4 ) ‘ 0
Si ottiene:
(x—1) (x> —4x—4) x?—4x — 4
= X (= 1) ; m=x—2 conx # 1
(Per x =1 si ha il punto P(1;5) (x).
y=m
Poniamo y = m e risolviamo graficamente il sistema: { _ x? —4x — 4
=—

Tracciamo i grafici delle due funzioni.:
La funzione y = m é un fascio improprio di rette orizzontali.
2
. . x“—4x—4
Studiamo la funzione:  y = ——
X2
Dominio D ={x€R /| x+ 0}

x2 —4x — 4

A _ _
fx)=0 ——=0; x2—4x—4=0; 7-4+4=8 X, =2FV8=2F2V2,
x*—4x — 4
f)>0 ———>0; x*>0VvxeD = x*—4x—-4>0; x<2-2V2 Vx>2+2V2
4 4
poxtodx—d e 9 x(l-3-m) a4y
Limiti e xoFo 12 _[+oo_ ] = x2 - x—lIl-noo( x x_2> -
Asintoti 'V =1 e un asintoto orizzontale
o x?—4x—4 o x?—4x—4 . . .
lim ——————— = - lim —— —— = —0 x = 0 e un asintoto verticale
x—0t x2 Xm0~ x2
Derivata | _, B (2x —4)-x2 —=2x-(x? —4x—4) B 2x3 — 4x?% — 2x3 + 8x% + 8x B 4x? + 8x
prima fre) = (x2)2 - x4 - x4
, 4x? + 8x - 9
fl)=0 ——=0; 4x? +8x=0;  4dx-(x+2)=0; -
X x, =0
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4x? + 8x
x4-
4x-(x+2)>0; x<—-2 V x>0.

>0; Essendo x* >0 Vx€D = 4x>4+8x>0;

-2 0
+ 0 - ® }
f'x)>0 La funzione e crescente per x < =2 V x> 0;

La funzione e decrescente per —2 < x < 0;

Pertanto in x = —2 la funzione ha un massimo relativo.
(-2)2—4-(-2)—4 4+8—-4
—2) = = =2

= M (—2;2) punto di massimo relativo.

_ (Bx+8)x*—4x®-(4x* +8x)  8x° +8x* —16x> —32x*

f'x) = =
Derivata (x*)? x8
seconda  _gx5 — 24x* 8x*(x + 3) 8(x +3)
- x8 - x8 B
8(x + 3)
__QT_>O —8(x+3)>0; x+3<0; x < -=3.

f"(x) >0 La funzione ha concavita sempre positiva per x < —3 ;

La funzione ha concavita sempre negativaper —3 <x <0 V x>0.

Inx = =3 c’eun flesso .
y=m
Si ottiene il seguente grafico del sistema : x2—4x —4
y=———"—7"
x
o Y
M=(-2,2) ,
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Dal quale si ricava il numero di intersezioni (occorre aggiungere sempre 1 per (*) ).

m Numero intersezioni
m<1 2+ 1 = 3 intersezioni
m=1 1+ 1 =2 intersezioni

1<m<2 2+ 1=3 intersezioni
m=2 1+ 1 = 2 intersezioni (di cui una e doppia)

m> 2 0+ 1 =1 intersezione

La discussione sul numero di intersezioni tra la retta di equazione y = mx —m+5 e la curva y poteva
essere svolta anche graficamente esaminando il grafico delle due curve:
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Punto d

Determiniamo le coordinate del punto di
intersezione fra la retta t e ’asintoto della curva:

{y=—7x+12 {x=—7x+12
y =X —
3
X =z
8x = 12 2 3 3)
i 37 4303
=3

S(k) = Sgiala t Sazzurra

3 3

z[x3 + 4 2 4

Sgialla = f Z (=7x+12)| dx = f [x + e + 7x — 12] dx =
1 1

3 E 9
_F[S = 12] dx = LN Y e TR (8.1 12-1) =
= ) X x2 X = 5 x x1 = 5 § > - - _
2
= (9 o 18) 4_4_12)= 2 qp - Z35¥36 1
B 3 - 3 = 3 = 3
KT 3 4 4 K A -
SAzzurra - .[E xZ —x|dx = .[E[x+x—2—x] dx = jél:x—zjl dx =
2 3 5
L () b
x13 k 3 k'3
2
1 8 4 4
S(k) = Sgiaua *+ Sazzurra = §+§_E = 3—;.

4
1 limite: 1 - A
mie: i 509 = Jim (3-7) = 2

rappresenta il limite a cui tende [’area tra la curva, la tangente t e l’asintoto obliquo quando la retta x = k
si sposta verso destra tendendo a +oo .
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