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Punto a 
Il punto P di ascissa  𝑥 = 1 ,  dovendo appartenere alla retta 7𝑥 + 𝑦 − 12 = 0 ,  ha ordinata 𝑦 = 5: 

7 ∙ 1 + 𝑦 − 12 = 0 ;                𝑦 = 5 .   Pertanto le coordinate del punto P sono:  𝑃 (1 ; 5) . 

Per determinare i valori dei parametri a e b imponiamo le due condizioni: 

- Passaggio del grafico della funzione per il punto  𝑃 (1 ; 5) :    5 = 𝑎 ∙ 1 +
௕

ଵమ
 ;              𝑎 + 𝑏 = 5 . 

- 𝑓ᇱ(𝑥 = 1) = 𝑚 ௧  ;  

𝑓ᇱ(𝑥)  =  
3𝑎𝑥ଶ ∙ 𝑥ଶ − 2𝑥 ∙ (𝑎𝑥ଷ + 𝑏)

𝑥ସ
 =  

3𝑎𝑥ସ − 2𝑎𝑥ସ − 2𝑏𝑥

𝑥ସ
 =  

𝑎𝑥ସ − 2𝑏𝑥

𝑥ସ
 =  

𝑥(𝑎𝑥ଷ − 2𝑏)

𝑥ସ
 ; 

𝑓ᇱ(𝑥 = 1) = 𝑚 ௧ ;          
1(𝑎1ଷ − 2𝑏)

1ସ
= −7 ;          𝑎 − 2𝑏 = −7  

Risolvendo il sistema fra queste due equazioni nelle incognite a e b si ottiene:  

ቄ
𝑎 + 𝑏 = 5 

𝑎 − 2𝑏 = −7
                ቄ

𝑎 = 5 − 𝑏 
−

                ቄ
−

5 − 𝑏 − 2𝑏 = −7
               ቄ

−
𝑏 = 4

                  ቄ
𝑎 = 1
𝑏 = 4

  

La funzione richiesta è pertanto:  𝑦 =
௫యାସ

௫మ
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Punto b 

Studiamo la funzione:   𝒚 =
𝒙𝟑 + 𝟒

𝒙𝟐
 

Dominio 𝐷 = {𝑥 ∈ 𝑅  /    𝑥 ≠ 0} 

𝑓(𝑥) = 0 
𝑥ଷ + 4

𝑥ଶ
= 0 ;           𝑥ଷ + 4 = 0 ;             𝑥ଷ = −4 ;                  𝑥 = −√4

య
 . 

𝑓(𝑥) > 0 
𝑥ଷ + 4

𝑥ଶ
> 0 ;   𝐸𝑠𝑠𝑒𝑛𝑑𝑜 𝑥ଶ > 0  ∀𝑥 ∈ 𝐷  ⇒    𝑥ଷ + 4 > 0 ;          𝑥ଷ > −4 ;               𝑥 > −√4

య
 . 

Simmetrie 𝑓(−𝑥) =
(−𝑥)ଷ + 4

(−𝑥)ଶ
=

−𝑥ଷ + 4

𝑥ଶ
≠ ൜

+𝑓(𝑥)

−𝑓(𝑥)
  

Limiti e 
Asintoti 𝑙𝑖𝑚

௫→ାஶ

𝑥ଷ + 4

𝑥ଶ
  = ൤

+∞

+∞
= 𝐹. 𝐼. ൨  = 𝑙𝑖𝑚

௫→ାஶ

𝑥ଷ ∙ ቀ1 +
4

𝑥ଷቁ

𝑥ଶ
 =    𝑙𝑖𝑚

௫→ାஶ
  𝑥 ൬1 +

4

𝑥ଷ
൰  =   +∞ . 

𝑦 = 𝑥 
è un 

Asintoto 
obliquo 

𝑚 =  𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

𝑓(𝑥)

𝑥
 =  𝑙𝑖𝑚

௫→ାஶ
 
𝑥ଷ + 4

𝑥ଷ
 = ൤

+∞

+∞
൨ =  𝑙𝑖𝑚

௫→ାஶ
 
𝑥ଷ ∙ ቀ1 +

4
𝑥ଷቁ

𝑥ଷ
 =  𝑙𝑖𝑚

௫→ାஶ
 ൬1 +

4

𝑥ଷ
൰ = 1 

𝑞 =  𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

[𝑓(𝑥) − 𝑚𝑥]  =  𝑙𝑖𝑚
௫→ାஶ

ቈ
𝑥ଷ + 4

𝑥ଶ
− 1𝑥቉  =  𝑙𝑖𝑚

௫→ାஶ

𝑥ଷ + 4 − 𝑥ଷ

𝑥ଶ
 =  𝑙𝑖𝑚

௫→ାஶ

4

𝑥ଶ
= 0 . 

𝑙𝑖𝑚
௫→ିஶ

𝑥ଷ + 4

𝑥ଶ
 =  −∞ 𝑚 =  𝑙𝑖𝑚

௫→ିஶ

𝑓(𝑥)

𝑥
= 1 𝑞 =  𝑙𝑖𝑚

௫→ାஶ
[𝑓(𝑥) − 𝑚𝑥]  =  −∞ 

𝑥 = 0 
è un 

Asintoto 
verticale 

𝑙𝑖𝑚
௫→଴శ

𝑥ଷ + 4

𝑥ଶ
= +∞ 𝑙𝑖𝑚

௫→଴ష

𝑥ଷ + 4

𝑥ଶ
= +∞  

Derivata 
prima 

𝑓௔ୀଵ ,   ௕ୀସ
 ᇱ  (𝑥) =  ቈ

𝑥(𝑎𝑥ଷ − 2𝑏)

𝑥ସ
቉

௔ୀଵ ,   ௕ୀସ

 =   
𝑥(1 ∙ 𝑥ଷ − 2 ∙ 4)

𝑥ସ
 =  

𝑥(𝑥ଷ − 8)

𝑥ସ
 . 

𝑓ᇱ(𝑥) = 0 
𝑥(𝑥ଷ − 8)

𝑥ସ
= 0 ;              𝑥(𝑥ଷ − 8) = 0 ;        

𝑥ଵ = 0
𝑥ଶ = 2

 

𝑓ᇱ(𝑥) > 0 

𝑥(𝑥ଷ − 8)

𝑥ସ
> 0 ;                                 𝐸𝑠𝑠𝑒𝑛𝑑𝑜   𝑥ସ > 0      ∀𝑥 ∈ 𝐷       ⇒        𝑥(𝑥ଷ − 8) > 0 ; 

𝑥(𝑥 − 2)(𝑥ଶ + 2𝑥 + 4) > 0          𝐸𝑠𝑠𝑒𝑛𝑑𝑜   𝑥ଶ + 2𝑥 + 4 > 0      ∀𝑥 ∈ 𝐷          ⇒ 

                0              2  

𝑥 > 0 𝑥 > 0  - + + 
𝑥 − 2 > 0 𝑥 > 2  - - + 
  + - + 

               

La funzione è crescente per  𝑥 < 0   ∨     𝑥 > 2 ; 

La funzione è decrescente per  0 < 𝑥 < 2 ; 

Pertanto in  𝑥 = 2 la funzione ha un minimo relativo.  

𝑓(2) =  
2ଷ + 4

2ଶ
 =  

8 + 4

4
 =  3             ⇒        𝑀 (2 ; 3)     𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑖 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜.  
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 𝑙𝑖𝑚
௫→଴శ

𝑥(𝑥ଷ − 8)

𝑥ସ
 =  𝑙𝑖𝑚

௫→଴శ

𝑥ଷ − 8

𝑥ଷ
 = −∞ 𝑙𝑖𝑚

௫→଴ష

𝑥(𝑥ଷ − 8)

𝑥ସ
 =  𝑙𝑖𝑚

௫→଴ష

𝑥ଷ − 8

𝑥ଷ
 = +∞ 

Derivata 
seconda 

𝑓 ′′ (𝑥)  =   
3𝑥ଶ ∙ 𝑥ଷ − 3𝑥ଶ ∙ (𝑥ଷ − 8)

(𝑥ଷ)ଶ
 =   

3𝑥ହ − 3𝑥ହ + 24𝑥ଶ

𝑥଺
 =   

24𝑥ଶ

𝑥଺
 =   

24

𝑥ସ
 . 

𝑓ᇱᇱ(𝑥) > 0 
24

𝑥ସ
> 0    ∀𝑥 ∈ 𝐷 La funzione ha concavità sempre positiva. 

 

Il grafico della funzione è riportato a lato. 
 

 
Per trovare l’equazione dell’ulteriore retta tangente alla curva nel punto P occorre innanzitutto trovare il 
fascio di rette proprio passante per il punto 𝑃 (1 ; 5) . 

L’equazione del fascio di rette proprio passante per il punto 𝑃 (1 ; 5) è:   

𝑦 − 𝑦௉ = 𝑚 ∙ (𝑥 − 𝑥௉) ;              𝑦 − 5 = 𝑚 ∙ (𝑥 − 1) ;                        𝑦 = 𝑚𝑥 − 𝑚 + 5 . 

Risolvere il sistema formato fra l’equazione del fascio di rette e l’equazione della curva: 

ቐ

𝑦 = 𝑚𝑥 − 𝑚 + 5

𝑦 =
𝑥ଷ + 4

𝑥ଶ

                 ቊ

−

𝑚𝑥 − 𝑚 + 5 =
𝑥ଷ + 4

𝑥ଶ

                            ቄ
−

𝑚𝑥ଷ − 𝑚𝑥ଶ + 5𝑥ଶ = 𝑥ଷ + 4
  

(𝑚 − 1)𝑥ଷ + (5 − 𝑚)𝑥ଶ − 4 = 0 ; 

Di questa equazione conosciamo già una soluzione 𝑥 = 1 . 

Applicando la regola di Ruffini si ha: 

(𝑥 − 1) ∙ ൫(𝑚 − 1)𝑥ଶ + 4𝑥 + 4൯  = 0  

 

 𝑚 − 1 5 − 𝑚 0 −4 

1  𝑚 − 1 +4 +4 

 𝑚 − 1 +4 +4 0 
 

(𝑥 − 1) ∙ ൫(𝑚 − 1)𝑥ଶ + 4𝑥 + 4൯  = 0 ;      
𝑥 = 0

(𝑚 − 1)𝑥ଶ + 4𝑥 + 4 = 0
 

 

Imponiamo la condizione di tangenza, cioè  ∆= 0 : 

𝑏ଶ − 4 ∙ 𝑎 ∙ 𝑐 = 0 ;                     4ଶ − 4 ∙ (𝑚 − 1) ∙ 4 = 0 ;         16 − 16𝑚 + 16 = 0 ;               𝑚 = 2 . 

Pertanto l’equazione dell’ulteriore retta tangente alla curva nel punto 𝑃 (1 ; 5)  è : 

𝑦 = 𝑚𝑥 − 𝑚 + 5 ;                         𝑦 = 2𝑥 + 3 . 
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Punto c 
Per determinare il numero di intersezioni tra la retta di equazione  𝑦 = 𝑚𝑥 − 𝑚 + 5  e la curva  𝛾 , 
consideriamo il sistema formato dalle equazioni di queste due curve: 

ቐ

𝑦 = 𝑚𝑥 − 𝑚 + 5

𝑦 =
𝑥ଷ + 4

𝑥ଶ
           

                   ቊ

−

𝑚𝑥 − 𝑚 + 5 =
𝑥ଷ + 4

𝑥ଶ
           

            ቄ
−

𝑚𝑥ଷ − 𝑚𝑥ଶ + 5𝑥ଶ = 𝑥ଷ + 4           
  

Da questa equazione ricavo  𝑚 :   

𝑚(𝑥ଷ − 𝑥ଶ) = 𝑥ଷ − 5𝑥ଶ + 4 ;              𝑚 =
𝑥ଷ − 5𝑥ଶ + 4

𝑥ଷ − 𝑥ଶ
 ;             

Applicando la regola di Ruffini si ha: 

𝑥ଷ − 5𝑥ଶ + 4 = (𝑥 − 1) ∙ (𝑥ଶ − 4𝑥 − 4) 

 1 −5 0 +4 

1  +1 −4 −4 

 1 −4 −4 0 
Si ottiene: 

𝑚 =
(𝑥 − 1) ∙ (𝑥ଶ − 4𝑥 − 4)

𝑥ଶ ∙ (𝑥 − 1)
 ;            𝑚 =

𝑥ଶ − 4𝑥 − 4

𝑥ଶ
             𝑐𝑜𝑛 𝑥 ≠ 1   

(𝑃𝑒𝑟 𝑥 = 1  𝑠𝑖 ℎ𝑎 𝑖𝑙 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑃(1; 5)       (∗) . 

Poniamo  𝑦 = 𝑚   e risolviamo graficamente il sistema:   ൝

𝑦 = 𝑚                   

𝑦 =
𝑥ଶ − 4𝑥 − 4

𝑥ଶ

  

Tracciamo i grafici delle due funzioni: 

La funzione 𝑦 = 𝑚  è un fascio improprio di rette orizzontali. 

Studiamo la funzione:    𝑦 =
𝑥ଶ − 4𝑥 − 4

𝑥ଶ
 

Dominio 𝐷 = {𝑥 ∈ 𝑅  /    𝑥 ≠ 0} 

𝑓(𝑥) = 0 
𝑥ଶ − 4𝑥 − 4

𝑥ଶ
= 0 ;          𝑥ଶ − 4𝑥 − 4 = 0 ;        

∆

4
= 4 + 4 = 8     𝑥ଵ,ଶ = 2 ∓ √8 =  2 ∓ 2√2 . 

𝑓(𝑥) > 0 
𝑥ଶ − 4𝑥 − 4

𝑥ଶ
> 0 ;     𝑥ଶ > 0  ∀𝑥 ∈ 𝐷  ⇒   𝑥ଶ − 4𝑥 − 4 > 0 ;      𝑥 < 2 − 2√2  ∨  𝑥 > 2 + 2√2 

Limiti e 
Asintoti 

𝑙𝑖𝑚
௫→∓ஶ

𝑥ଶ − 4𝑥 − 4

𝑥ଶ
  = ൤

+∞

+∞
= 𝐹. 𝐼. ൨  = 𝑙𝑖𝑚

௫→ାஶ

𝑥ଶ ∙ ቀ1 −
4
𝑥

−
4

𝑥ଶቁ

𝑥ଶ
 =    𝑙𝑖𝑚

௫→ାஶ
  ൬1 −

4

𝑥
−

4

𝑥ଶ
൰  =  1 

𝑦 = 1   è un asintoto orizzontale 

𝑙𝑖𝑚
௫→଴శ

 
𝑥ଶ − 4𝑥 − 4

𝑥ଶ
= −∞ 𝑙𝑖𝑚

௫→଴ష

𝑥ଶ − 4𝑥 − 4

𝑥ଶ
= −∞ 𝑥 = 0  è un asintoto verticale 

Derivata 
prima 𝑓ᇱ (𝑥) =   

(2𝑥 − 4) ∙ 𝑥ଶ − 2𝑥 ∙ (𝑥ଶ − 4𝑥 − 4)

(𝑥ଶ)ଶ
 =   

2𝑥ଷ − 4𝑥ଶ − 2𝑥ଷ + 8𝑥ଶ + 8𝑥

𝑥ସ
 =  

4𝑥ଶ + 8𝑥

𝑥ସ
 

𝑓ᇱ(𝑥) = 0 
4𝑥ଶ + 8𝑥

𝑥ସ
= 0 ;              4𝑥ଶ + 8𝑥 = 0 ;            4𝑥 ∙ (𝑥 + 2) = 0 ;         

𝑥ଵ = −2   
𝑥ଶ = 0      
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𝑓ᇱ(𝑥) > 0 

4𝑥ଶ + 8𝑥

𝑥ସ
> 0 ;            𝐸𝑠𝑠𝑒𝑛𝑑𝑜  𝑥ସ > 0      ∀𝑥 ∈ 𝐷          ⇒      4𝑥ଶ + 8𝑥 > 0 ;             

4𝑥 ∙ (𝑥 + 2) > 0 ;                   𝑥 < −2    ∨   𝑥 > 0 . 

               −2            0  
   + - + 
     

La funzione è crescente per  𝑥 < −2   ∨     𝑥 > 0 ; 

La funzione è decrescente per  −2 < 𝑥 < 0 ; 

Pertanto in  𝑥 = −2 la funzione ha un massimo relativo.  

𝑓(−2) =
(−2)ଶ − 4 ∙ (−2) − 4

(−2)ଶ
  =  

4 + 8 − 4

4
 = 2 .             

 ⇒        𝑀 (−2 ; 2)     𝑝𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑖 𝑚𝑎𝑠𝑠𝑖𝑚𝑜 𝑟𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑣𝑜.  

Derivata 
seconda 

𝑓 ᇱᇱ(𝑥)  =   
(8𝑥 + 8) ∙ 𝑥ସ − 4𝑥ଷ ∙ (4𝑥ଶ + 8𝑥)

(𝑥ସ)ଶ
 =   

8𝑥ହ + 8𝑥ସ − 16𝑥ହ − 32𝑥ସ

𝑥଼
 =   

=  
−8𝑥ହ − 24𝑥ସ

𝑥଼
 =  −

8𝑥ସ(𝑥 + 3)

𝑥଼
 =  −

8(𝑥 + 3)

𝑥ସ
 . 

𝑓ᇱᇱ(𝑥) > 0 

−
8(𝑥 + 3)

𝑥ସ
> 0        − 8(𝑥 + 3) > 0 ;              𝑥 + 3 < 0 ;                𝑥 < −3  . 

La funzione ha concavità sempre positiva per  𝑥 < −3  ; 

La funzione ha concavità sempre negativa per  −3 < 𝑥 < 0    ∨        𝑥 > 0  . 

In 𝑥 = −3  c’è un flesso . 

 

Si ottiene il seguente grafico del sistema :    ൝

𝑦 = 𝑚                   

𝑦 =
𝑥ଶ − 4𝑥 − 4

𝑥ଶ
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Dal quale si ricava il numero di intersezioni  (occorre aggiungere sempre 1 per (∗) ). 

𝒎 Numero intersezioni 

𝑚 < 1 2 + 1 = 3  intersezioni   

𝑚 = 1 1 + 1 = 2  intersezioni   

1 < 𝑚 < 2 2 + 1 = 3  intersezioni   

𝑚 = 2 1 + 1 = 2  intersezioni  (di cui una è doppia) 

𝑚 > 2 0 + 1 = 1  intersezione   
 

La discussione sul numero di intersezioni tra la retta di equazione  𝑦 = 𝑚𝑥 − 𝑚 + 5  e la curva  𝛾  poteva 
essere svolta anche graficamente esaminando il grafico delle due curve: 
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Punto d 
 

Determiniamo le coordinate del punto di 
intersezione fra la retta t e l’asintoto della curva: 

൜
𝑦 = −7𝑥 + 12
𝑦 = 𝑥                 

                ቄ
𝑥 = −7𝑥 + 12

−
                  

ቄ
8𝑥 = 12

−
                 ൞

𝑥 =
3

2

𝑦 =
3

2

           ⇒       𝐴 ൬
3

2
 ; 

3

2
൰ 

 

 

 

𝑆(𝑘) = 𝑆ீ௜௔௟௟௔ + 𝑆஺௭௭௨௥௥௔ 

 

 

 

 

 

 

𝑆ீ௜௔௟௟௔   =   න ቈ 
𝑥ଷ + 4

𝑥ଶ
− (−7𝑥 + 12)቉

ଷ
ଶ

ଵ

 𝑑𝑥  =   න ൤ 𝑥 +
4

𝑥ଶ
+ 7𝑥 − 12൨  𝑑𝑥

ଷ
ଶ

ଵ

 = 

              =  න ൤ 8𝑥 +
4

𝑥ଶ
− 12൨  𝑑𝑥

ଷ
ଶ

ଵ

 =  ቈ
8𝑥ଶ

2
−

4

𝑥
− 12𝑥቉

ଵ

ଷ
ଶ

 =  ቌ
8 ∙

9
4

2
−

4

3
2

− 12 ∙
3

2
ቍ − ൬

8 ∙ 1

2
−

4

1
− 12 ∙ 1൰ = 

=   ൬9 −
8

3
− 18൰ − (4 − 4 − 12) =   −

35

3
+ 12  =   

−35 + 36

3
 =  

1

3
  . 

 

𝑆஺௭௭௨௥௥௔  =   න ቈ 
𝑥ଷ + 4

𝑥ଶ
− 𝑥቉  𝑑𝑥

௞

ଷ
ଶ

  =   න ൤ 𝑥 +
4

𝑥ଶ
− 𝑥൨  𝑑𝑥  =   න ൤ 

4

𝑥ଶ
൨  𝑑𝑥

௞

ଷ
ଶ

௞

ଷ
ଶ

 = 

                 =    ൤−
4

𝑥
൨

ଷ
ଶ

௞

 =   ൬−
4

𝑘
൰ − ቌ−

4

3
2

ቍ  =   −
4

𝑘
+

8

3
  . 

 

𝑆(𝑘)  =  𝑆ீ௜௔௟௟௔ + 𝑆஺௭௭௨௥௥௔  =   
1

3
+

8

3
−

4

𝑘
 =   3 −

4

𝑘
  . 

 

Il limite: 𝑙𝑖𝑚
௞→ାஶ

𝑆(𝑘)  =   𝑙𝑖𝑚
௞→ାஶ

൬3 −
4

𝑘
൰  =   3 

rappresenta il limite a cui tende l’area tra la curva, la tangente 𝑡 e l’asintoto obliquo quando la retta  𝑥 = 𝑘 
si sposta verso destra tendendo a +∞ . 


