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Punto a 

 
 

Data la funzione parametrica :       𝑓(𝑥) =
𝑥ଶ − 𝑎𝑥

𝑥ଶ − 𝑎
             𝑐𝑜𝑛   𝑎 ≠ 0 

Il dominio di 𝑓(𝑥) si ottiene ponendo:  

   𝑥ଶ − 𝑎 ≠ 0 
𝐷 = ൝

𝑥 ≠ ∓√𝑎                         𝑠𝑒 𝑎 > 0

∀𝑥 ∈ 𝑅                            𝑠𝑒 𝑎 < 0

  

 

∀𝒂 ≠ 𝟎 

La funzione 𝑓(𝑥) ha l’asintoto orizzontale:   𝑦 = 1. 

𝑙𝑖𝑚
௫ → ஶ

𝑥ଶ − 𝑎𝑥

𝑥ଶ − 𝑎
  =   𝑙𝑖𝑚

௫ → ஶ

1 −
𝑎
𝑥

1 −
𝑎

𝑥ଶ

  =   1 

 

𝒂 < 0 La funzione 𝑓(𝑥) è definita e continua ∀𝑥 ∈ 𝑅  e non ha asintoti verticali. 
 

𝒂 > 0 𝑙𝑖𝑚
௫ → ି√

𝑥ଶ − 𝑎𝑥

𝑥ଶ − 𝑎
=  ቈ

𝑎 + 𝑎√𝑎

0
 = ∞ 

𝑓(𝑥) ha l’asintoto verticale:    𝑥 = −√𝑎 . 

In 𝑥 = −√𝑎 c’è una discontinuità di II specie. 
 

𝒂 > 0   ∧    𝒂 ≠ 𝟏 𝑙𝑖𝑚
௫ → ା√

𝑥ଶ − 𝑎𝑥

𝑥ଶ − 𝑎
= ቈ

𝑎 − 𝑎√𝑎

0
 = ∞ 

𝑓(𝑥) ha l’asintoto verticale:    𝑥 = √𝑎 . 

In 𝑥 = +√𝑎 c’è una discontinuità di II specie. 
 

𝒂 = 𝟏 

𝑙𝑖𝑚
௫ → ା√ଵ

𝑥ଶ − 𝑥

𝑥ଶ − 1
= 𝑙𝑖𝑚

௫ → ା√ଵ

𝑥

𝑥 + 1
=

1

2
 In 𝑥 = +1 c’è una discontinuità di III specie. 

𝑙𝑖𝑚
௫ → ି√ଵ

𝑥ଶ − 𝑥

𝑥ଶ − 1
= 

1 + 1

0
൨ = ∞ 

𝑓(𝑥) ha l’asintoto verticale:    𝑥 = −1 . 

In 𝑥 = −1 c’è una discontinuità di II specie. 
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Punto b 

 
 

Determiniamo i punti di intersezione fra la curva e l’asintoto orizzontale: 

⎩
⎨

⎧𝑦 =
𝑥ଶ − 𝑎𝑥

𝑥ଶ − 𝑎

𝑦 = 1

                   𝑐𝑜𝑛  𝑎 ≠ 0   ∧     𝑎 ≠ 1 

൞
1 =

𝑥ଶ − 𝑎𝑥

𝑥ଶ − 𝑎

−

                     ൝
𝑥ଶ − 𝑎 = 𝑥ଶ − 𝑎𝑥

−

                     ቊ
𝑎𝑥 = 𝑎

−

                     ൝
𝑥 = 1

𝑦 = 1

  

Il punto di intersezione comune a tutti i grafici di  Ω e l’asintoto orizzontale 𝑦 = 1 ha coordinate 𝐴(1 ; 1) . 

 

La retta tangente nell’origine ha equazione:   𝑦 − 𝑦ை = 𝑚௧ ∙ (𝑥 − 𝑥ை) . 

Determiniamo il coefficiente angolare della retta tangente: 

𝑚௧  =  𝑓ூ(𝑥ை)  =  𝑓ூ(0)  =   
𝑎(0ଶ − 2 ∙ 0 + 𝑎)

(0ଶ − 𝑎)ଶ
  =   

𝑎ଶ

𝑎ଶ
  =   1 .  

La retta tangente nell’origine ha quindi equazione:   𝑦 − 0 = 1 ∙ (𝑥 − 0) ;            𝑦 = 𝑥 . 

Siccome l’equazione della retta tangente 𝑦 = 𝑥  non dipende dal parametro 𝑎,  

tutte le curve  𝑓(𝑥) =
௫మି௫

௫మି
  condividono la stessa retta tangente nell’origine. 

 

 

Calcolo della derivata prima: 

𝑓ூ(𝑥)   =   
(2𝑥 − 𝑎) ∙ (𝑥ଶ − 𝑎) − 2𝑥 ∙ (𝑥ଶ − 𝑎𝑥)

(𝑥ଶ − 𝑎)ଶ
 =   

2𝑥ଷ − 2𝑎𝑥 − 𝑎𝑥ଶ + 𝑎ଶ − 2𝑥ଷ + 2𝑎𝑥ଶ

(𝑥ଶ − 𝑎)ଶ
 = 

=   
𝑎𝑥ଶ − 2𝑎𝑥 + 𝑎ଶ

(𝑥ଶ − 𝑎)ଶ
  =   

𝑎(𝑥ଶ − 2𝑥 + 𝑎)

(𝑥ଶ − 𝑎)ଶ
 . 
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Punto c 

 

Studiamo la monotonia di: 𝑓(𝑥) =
𝑥ଶ − 𝑎𝑥

𝑥ଶ − 𝑎
          𝑐𝑜𝑛  𝑎 < 1    ∧    𝑎 ≠ 0. 

𝑓
ூ(𝑥)  =  

𝑎(𝑥ଶ − 2𝑥 + 𝑎)

(𝑥ଶ − 𝑎)ଶ
 

𝑎(𝑥ଶ − 2𝑥 + 𝑎)

(𝑥ଶ − 𝑎)ଶ
≥ 0 ;                  𝑎(𝑥ଶ − 2𝑥 + 𝑎) ≥ 0 

Occorre distinguere due casi: 

𝒂 < 0 

  𝑎 ∙ (𝑥ଶ − 2𝑥 + 𝑎) ≥ 0 

  se   𝑥ଶ − 2𝑥 + 𝑎 ≤ 0 
1 − √1 − 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 1 + √1 − 𝑎 

Funzione 
crescente 

 𝑥 ≤ 1 − √1 − 𝑎       ∨      𝑥 ≥ 1 + √1 − 𝑎 Funzione 
decrescente 

 

𝟎 < 𝒂 < 𝟏 

  la funzione è discontinua in  𝑥 = ∓√𝑎 

𝑎 ∙ (𝑥ଶ − 2𝑥 + 𝑎) ≥ 0 

  se   𝑥ଶ − 2𝑥 + 𝑎 ≥ 0   

൫𝑥 ≤ 1 − √1 − 𝑎     ∨    𝑥 ≥ 1 + √1 − 𝑎൯    ∧    𝑥 ≠ ∓√𝑎 Funzione 
crescente 

൫1 − √1 − 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 1 + √1 − 𝑎൯    ∧    𝑥 ≠ ∓√𝑎 Funzione 
decrescente 

Risoluzione dell’equazione: 

𝑥ଶ − 2𝑥 + 𝑎 = 0 ;                
∆

ସ
= 1 − 𝑎 > 0    ∀𝑎 ∈ 𝑅   perché   𝑎 < 1 .                𝑥ଵ,ଶ = 1 ∓ √1 − 𝑎 

 

Studiamo la funzione: 𝑓 ଵ(𝑥) =
𝑥ଶ − (−1)𝑥

𝑥ଶ − (−1)
           

Cioè la funzione : 𝑦 =
𝑥ଶ + 𝑥

𝑥ଶ + 1
           

La funzione è continua e derivabile  ∀𝑥 ∈ 𝑅 . 

La funzione interseca l’asse x nei punti:  𝑂(0 ; 0)   e   𝐴(−1 ; 0) . Infatti: 

⎩
⎨

⎧𝑦 =
𝑥ଶ + 𝑥

𝑥ଶ + 1

𝑦 = 0          

            ൞
0 =

𝑥ଶ + 𝑥

𝑥ଶ + 1

−

           ൝
𝑥ଶ + 𝑥 = 0

−

           ൞
𝑥 ∙ (𝑥 + 1) = 0  ;    

𝑥ଵ = −1
𝑥ଶ = 0   

𝑦 = 0

  

Positività: 

𝑥ଶ + 𝑥

𝑥ଶ + 1
> 0 ;           𝑥ଶ + 𝑥 > 0 ;            𝑥 < −1    ∨     𝑥 > 0 

La funzione ha l’asintoto orizzontale 𝑦 = 1 . Infatti:  

𝑙𝑖𝑚
௫ → ஶ

𝑥ଶ + 𝑥

𝑥ଶ + 1
   =   𝑙𝑖𝑚

௫ → ஶ

1 +
1
𝑥

1 +
1

𝑥ଶ

  =  1 . 

Trattandosi una funzione razionale fratta, la presenza dell’asintoto orizzontale esclude l’asintoto obliquo. 
La funzione non ha asintoti verticali. 
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Crescenza e decrescenza: 

Sfruttando quanto già studiato precedentemente 

𝒂 < 0 
𝑓

ூ(𝑥) > 0 1 − √1 − 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 1 + √1 − 𝑎 Funzione crescente 

𝑓
ூ(𝑥) < 0 𝑥 ≤ 1 − √1 − 𝑎       ∨      𝑥 ≥ 1 + √1 − 𝑎 Funzione decrescente 

 Si ricava: 

𝒂 = −1 
𝑓

ூ(𝑥) > 0 1 − √2 ≤ 𝑥 ≤ 1 + √2 Funzione crescente 𝑥 = 1 − √2  minimo relativo 
 

𝑥 = 1 + √2  masimo relativo 𝑓
ூ(𝑥) < 0 𝑥 ≤ 1 − √2      ∨      𝑥 ≥ 1 + √2 Funzione decrescente 

 

Concavità e convessità: 

Abbiamo precedentemente calcolato:   𝑓
ூ(𝑥)  =  

𝑎(𝑥ଶ − 2𝑥 + 𝑎)

(𝑥ଶ − 𝑎)ଶ
 

Pertanto   𝑓 ଵ
ூ (𝑥)  =  

−(𝑥ଶ − 2𝑥 − 1)

(𝑥ଶ + 1)ଶ
 

La derivata seconda è: 

𝑓 ଵ
ூூ (𝑥)  =  

(−2𝑥 + 2) ∙ (𝑥ଶ + 1)ଶ − 2 ∙ (𝑥ଶ + 1) ∙ 2𝑥 ∙ (−𝑥ଶ + 2𝑥 + 1)

(𝑥ଶ + 1)ସ
 = 

               =  
(𝑥ଶ + 1) ∙ [(−2𝑥 + 2) ∙ (𝑥ଶ + 1) − 4𝑥 ∙ (−𝑥ଶ + 2𝑥 + 1)]

(𝑥ଶ + 1)ସ
 = 

               =  
(−2𝑥 + 2) ∙ (𝑥ଶ + 1) − 4𝑥 ∙ (−𝑥ଶ + 2𝑥 + 1)

(𝑥ଶ + 1)ଷ
 = 

               =  
−2𝑥ଷ − 2𝑥 + 2𝑥ଶ + 2 + 4𝑥ଷ − 8𝑥ଶ − 4𝑥

(𝑥ଶ + 1)ଷ
 = 

               =  
2𝑥ଷ − 6𝑥ଶ − 6𝑥 + 2

(𝑥ଶ + 1)ଷ
 = 

               =  
2(𝑥ଷ − 3𝑥ଶ − 3𝑥 + 1)

(𝑥ଶ + 1)ଷ
 = 

 

               =  
2(𝑥 + 1)(𝑥ଶ − 4𝑥 + 1)

(𝑥ଶ + 1)ଷ
   

 

 1 −3 −3 +1 

−1  −1 +4 −1 

 1 −4 +1 0 

𝑓 ଵ
ூூ (𝑥) > 0 ;          

2(𝑥 + 1)(𝑥ଶ − 4𝑥 + 1)

(𝑥ଶ + 1)ଷ
> 0 ;                 (𝑥 + 1)(𝑥ଶ − 4𝑥 + 1) > 0 

               −1                2 − √3            2 + √3 

𝑥 + 1 > 0

𝑥2 − 4𝑥 + 1 > 0
 

𝑥 > −1 - + + + 

𝑥 < 2 − √3   ∨   𝑥 > 2 + √3 + + - + 

      

 

Risoluzione dell’equazione:  𝑥ଶ − 4𝑥 + 1 = 0 ;     ∆

ସ
= 4 − 1 = 3 ;      𝑥ଵ = 2 − √3    ∧      𝑥ଵ = 2 + √3 
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La funzione è convessa per    −1 < 𝑥 < 2 − √3       ∨        𝑥 > 2 + √3 

La funzione è concava per    𝑥 < −1       ∨        2 − √3 < 𝑥 < 2 + √3 

La funzione ha tre punti di flesso in  𝑥 = −1 ,         𝑥 = 2 − √3      e      𝑥 < 2 + √3 . 

Il grafico della funzione è il seguente: 
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Punto D 

 

L’equazione della curva  Ωିଵ  è: 𝑦 =
௫మା௫

௫మାଵ
 

L’equazione della retta tangente nell’origine è: 𝑦 = 𝑥   

 

 

Determiniamo l’area della regione richiesta: 

𝑆  =   න ቆ𝑥 −
𝑥ଶ + 𝑥

𝑥ଶ + 1
ቇ 𝑑𝑥

√ଷ

ଵ

. 

=  න ቆ𝑥 −
𝑥ଶ + 𝑥

𝑥ଶ + 1
ቇ 𝑑𝑥

√ଷ

ଵ

= 

=  ቈ
𝑥ଶ

2
− 𝑥 −

1

2
∙ 𝑙𝑛(𝑥ଶ + 1) + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑥

ଵ

√ଷ

 = 

=   ൬
3

2
− √3 −

1

2
∙ 𝑙𝑛 (3 + 1) + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 √3൰ − ൬

1

2
− 1 −

1

2
∙ 𝑙𝑛 2 + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 1൰   = 

=   
3

2
− √3 −

1

2
𝑙𝑛 4 + 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 √3 −

1

2
+ 1 +

1

2
𝑙𝑛 2 −

𝜋

4
  = 

=   2 − √3 − 𝑙𝑛 2 +
𝜋

3
+

1

2
𝑙𝑛 2 −

𝜋

4
  = 

=   2 − √3 +
𝜋

12
−

1

2
𝑙𝑛 2   ≅   0,183 . 

 

 

 

 

 

 

 

Calcolo dell’integrale indefinito: 

න
𝑥ଶ + 𝑥

𝑥ଶ + 1
𝑑𝑥   =   න

𝑥ଶ + 𝑥 + 1 − 1

𝑥ଶ + 1
𝑑𝑥   =   න ቆ

𝑥ଶ + 1

𝑥ଶ + 1
+

𝑥

𝑥ଶ + 1
−

1

𝑥ଶ + 1
ቇ 𝑑𝑥 = 

=   න ൬1 +
1

2
∙

2 𝑥

𝑥ଶ + 1
−

1

𝑥ଶ + 1
൰ 𝑑𝑥   =   𝑥 +

1

2
∙ 𝑙𝑛(𝑥ଶ + 1) − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 𝑥 + 𝑐 . 

 

 

 


