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Questionario

Quesito 1

Dimostrare che il volume di un cilindro inscritto in un cono é minore della meta del volume del cono.
Soluzione v
Risolviamo il quesito considerando un cilindro eethscritto in un cono |

retto. |

Per il principio di Cavalieri, i volumi di coni eiledri retti sono uguali ai I

volumi di coni e cilindri non retti aventi le stesaltezze gli stessi raggi d o e \p
base. e _

Consideriamo dunque un cono retto di fissata a#téze fissato raggio di :
baser, in cui é inscritto un cilindro retto avente raggdi base x |, :
(0<x<r) ealtezzay (0<y<h). :
Dalla similitudine dei triangoli AVH e ABC sicava l'altezzay del :
cilindro: |

VH : BC = AH : AC : h:y=r: (r—x);

B h( )= h h
y = " r—x)= rx.
Il volume del cilindro € dato da:

h h 1
Veitinaro =T x? V= T X2 (h _;x) =mhx?—m ;xg =T1h (xz - ;x3>

Determiniamo quando tale volume &€ massimo:

V'(x) = wh <2x - gxz)

3 3 x=0 x =0 x=0
! = . — —x?2 = . . —_— = . 3 - 2
Vi) =05 2x r 0; x (2 rx) 0; 2——x=0 2r—=3x=0 x==r
T 3
2 2
V'(x)>0; 0<x<§r. V'(x)<0; §r<x<r
Pertanto il volume del cilindro € massimo quand@dgio del cilindro & x = %r;
mentre I'altezza del cilindro & = h — g : gr =h-— gh = %h
. . R 2 \% 1 4
Il volume di tale cilindro &: Vijimaro max =T X%y =m" (gr) Sh=—m r?h.
Essendo il volume del con®,,,, = grzh , latesi é dimostrata perché risulta effettivaneectie :
4 1n 4 1 8 9

Veitinaro <§ Veono s ﬁﬂrzh <§§T2h; ﬁ< 6 a<§ .



Quesito 2

Si dispone di due dadi uguali non bilanciati a forma di tetraedro regolare con le facce numerate da 1 a 4.
Lanciando ciascuno dei due dadi, la probabilita che esca 1 é il doppio della probabilita che esca 2, che a sua
volta e il doppio della probabilita che esca 3, che a sua volta é il doppio della probabilita che esca 4. Se si
lanciano i due dadi contemporaneamente, qual é la probabilita che escano due numeri uguali tra loro?

Soluzione

Indicando con p la probabilita che esca 4, cip&) = x, si ottiene:

p(3) = 2x; p(2) = 4x; p(1) = 8x;

Dovendo risultare:p(1) + p(2) + p(3) +p(4) = 1; siricavache: 8x+4x+2x+x=1; x= %
N L _2, _4, _s

Quindi: p(4) = —; p(3) ==; p(2) =—; p(D)=—.

Nel lancio contemporaneo di due dadi, gli esiti dee lanci rappresentano eventi indipendenti.

La probabilita richiestap, ovvero la probabilita di uscita di due numeri @djunel lancio contemporaneo di
due dadi, e la somma di eventi incompatibili:

_8 8 4 4 2 2 1 1 64 16 4 1 85 17

=15 15 15 15715 15 15 15~ 225 "225 T 225 7225 ~ 225 45"
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Quesito 3

Determinare i valori di k tali che la retta di equazione y = —4x + k sia tangente alla curva di equazione
y=x3—-4x*>+5.

Soluzione

Affinché due curve di equaziony = f(x) e y = g(x) siano tangenti in un punto deve risultare che:

{f(x) = g(x) cioe le due funzioni devono assumere lo stessaevalel punto di
f'(x) = g'(x) tangenza e i grafici devono avere la stessa rettgénte.
{x3—4x2+5=—4x+k {x3—4x2+4x+5—k=0
3x?2 —8x = —4 3x2-8x+4=0
2
Risolviamo3x? —8x +4=0; 2=16-12=4 Xy, =R _%=3
4 ' 3 x,=2
2
3 _ 4,2 =
(x3 —4x*> +4x+5—-k=0 {x 24x FAx+5—k=0
2 X = —
< x1=§ 1 3
_ {x3—4x2+4x+5—k=0
\ X, =2
x2=2
(3 —4(3) +4(H)+s5-k=0 S S s—k=0 k=2
<<§> Bl (5) * <§)+ B 27 9 '3 a T 27
2 2 2
. X173 173 173
{23_4.22+4.2+5_k:0 {8—16+8+5—k=0 {k=5
x2:2 x2=2 x2:2

Pertanto esistono due valork, = % e k, =5, periquali laretta di equaziong = —4x + k risulta

tangente alla curva di equazione= x3 — 4x% + 5.

| punti di tangenza hanno coordinate:
167

ki =
27 — 4.2 167 9 2,95
_2 = ¥= 43-}_27_27 = T1(3’27)
Xp =3
{I;Zi; > y=—-4-2+4+5=-3 = T,(2;-3) .
, =
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Quesito 4

3x—eSenx

5+e *—cos x
lim f(xX) e lim f(x) giustificando adeguatamente le risposte.
X—>—00

xX—+00

Soluzione

Considerata la funzione f(x) = , determinare, se esistono, i valori di

La funzione e definitarx € R .
Infatti, il denominatore & sempre diverso da zefo+e™ —cosx > 5+e™*—-1=44+e*>0 Vx€ER

mentre il numeratore & definitédx € R . E quindi lecito calcolare i limiti richiesti:

3x — eSenx
Calcoliamo il lim
x>+ 5+ e X — cos x

Per x - +oo e”l <e’nX < etl (funzione limitata) = il numeratore (3x — e%"¥) - +oo
Per x - +oo 0<e™*<1 A —-1<cosx<+1 = ildenominatore4< (5+e*—cosx)<7
3y — eSenx

Pertanto il limite lim = 400,
x—+0 5+ e ¥ —cos x

3y — eSenx
Calcoliamo il lim
X——00 5 + e_x —C0S X
Per x — —oo e"l<esn® <etl = il numeratore (3x — e"*) » —oo

Per x » —oo e¥>+4+0 A —-1<cosx<+1 = ildenominatore(5+ e ™ —cosx) > +x

La funzionef (x) verifica le condizioni del teorema di De I'Hospitaquindi:

3x —eSenX 3 —cosx-e’nx

im = lim
x>—o5+ e ¥ —cosx x-o-o —eX¥+senx
Per x » —oo —1-el<cosx-eSn¥ < +1-¢et
= ilnumeratore3 —e < (3—cosx-e’"*) <3 +e
Per x » —oo —e* > -0 A —-1<senx<+1 = ildenominatore(—e™* + sen x) » —oo
3y — eSenx

Pertanto il limite lim =0
x—>+0 5+ e ¥ —cos x
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Quesito 5

Con una staccionata lunga 2 metri si vuole recintare una superficie
avente la forma di un rettangolo sormontato da una
semicirconferenza, come in figura:

Determinare le dimensioni dei lati del rettangolo che consentono di
recintare la superficie di area massima.

Soluzione

Poniamo la misura del raggi®C = 2x conx > 0.
Si ottiene: AB = 4x e Arcocp = 2mx

. 2—2mx —4x
BC=f=1—nx—2x.
Anche BC > 0; 1—mx—2x >0; x<—.
T+2

Pertanto le limitazioni sono0 < x < # A B
L'area della figura mistilinea vale :

- (2x)?
Sx) = T+4x-(1—nx—2x) = 2mx? + 4x — 4nx? — 8x? = —2(w+ 4)x? + 4x .

S(x)=-2(mr+4)x? + 4x .

Tale funzione é una funzione quadratica il cui @& una parabola con concavita negativa.
Il suo valore massimo si ha in corrispondenza @eliee V della parabola.

L’ascissa del vertice e:

Xy = —% =7 [—Z?H )] = _1|_ 2 che rientra nelle limitazioni 0 < x < e
Pertanto:
— 4
AB = 4x = ——)
1 2 m+4d-m—2 2

BC =1-nmx—2x =1-—

T+4 m+4 T+ 4 TTt4
La misura della base e il doppio della misura diézza.
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Quesito 6

x=t
Determinare I’equazione della superficie sferica S, con centro sulla rettar: {y =t t€R
z=1

tangente al piano w: 3x —y —2z+ 14 =0 nelpunto T (-4;0;1).
Soluzione 1

Determiniamo I'equazione della retta passante per il punt@ (—4 ;05 1)
e normale al pianor: 3x —y—2z+14=0

| coefficienti direttivi di tale retta sono i cogfienti del’equazione del piame (a =3; b = —1; ¢ = —2).
x=xr+ak x=—4+3k x=—4+3k

{y=yT+bk {y:O—k {yz—k
z=zr+ck z=1-2k z=1-2k

Il centro C della superficie sferica € il punto in comune allee retter ed s .
Occorre pertanto risolvere il sistema formato dadguazioni delle due rett

x =—4+ 3k

JZ/;I_IiZk t=-4+3k (~k=-4+3k (k=1

=t t=—-k — t=-1
t=1-2k (—k=1-2k k=

o

z=t

Il centro C della superficie sferica ha coordinate:

x =1t x =-1
{y:t {y:—]_ = C(—l;—l;—l)
z=t

La misura del raggio della superficie sferica ealdh :

r=CT=y0c—x)?+ e~y + (e —20)? = Y1+ D2+ (-1- 02+ (-1-1? =
= Vo9+1+4 = V14 .

L’equazione della superficie sferida e :

x—a)’+@-p)P+z-y)=r;

x+1D)2+(@+1)2+(@EZ+1)2=14;

x2+1+2x+y2+1+2y+2z°+1422—14=0;

x2+y?+z2+2x+2y+2z—-11=0.
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Soluzione 2

Determiniamo I'equazione della retta passante per il puntd@ (—4 ;0; 1)
e normale al pianor: 3x —y—2z+14 =0
| coefficienti direttivi di tale retta sono i cogfienti del’equazione del piame (a =3; b = —1; ¢ = —2).
x=xrtat x =—4+3t x =—4+3t
{}’:}’T‘*‘bt {y=0—t {y=—t
z=zr+ct z=1-2t z=1-12t
Il centro C della superficie sferica appartiene alla rettadi equazione:

x=t
{y =t quindi le sue coordinate sono del tida ; a ; @) .
z=t

Ma il punto C appartiene anche alla retta s , quindi le suerdomate
devono soddisfare la sua equazione.
Si ottiene:

a=-4+3t —t=—-44+3t 4t =4 t=1
{az—t { { iaz—l = C(-1;-1;-1)
a=1-2t t=1

—t=1-12t t=1

La misura del raggio della superficie sferica ealdt :

r=CT=y(c—xp)*+ Qe —yr)?+ (zc—27)? = J(-1+ 4?2+ (-1-0)2 + (-1 -1)% =
= Vot1+4 = Vi4.

L’equazione della superficie sferida e :

x—a)’+@-p)P+z-y)i=r;

x+1D)?2+(@+1)2+(E+1)2=14;

x2+1+2x+y2+1+2y+2z°+142z2—14=0;

x2+y*+z2+2x+2y+2z—-11=0.
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Quesito 7
Determinare a in modo che f:+1(3x2 +3)dx=10.

Soluzione

a+1
f (Bx?+3)dx = [x3+3x]%"1 = (a+1)3+3(a+1)—(a®+3a) =
a

= a®+3a’°+3a+1+3a+3—-a®>—3a = 3a*+3a+4.
Deve risultare:

a+1
f (3x2+3)dx =10; 3¢ +3a+4=10; 362 +3a—-6=0;
a

_1i\/§_a1=_2

A:1+8:9; a1,2= 2 —a2=+1

a’+a—-2=0;

Entrambe le soluzioni sono accettabili poiché lazione integranda € un polinomio definit® € R .
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Quesito 8

In un gioco a due giocatori, ogni partita vinta frutta 1 punto e vince chi per primo raggiunge 10 punti. Due
giocatori che in ciascuna partita hanno la stessa probabilita di vincere si sfidano. Qual é la probabilita che
uno dei due giocatori vinca in un numero di partite minore o uguale a 12?

Soluzione

Siano Antonio e Bruno i due giocatori.
Calcoliamo la probabilita che Antonio vinca il gimin al piu 12 partite.
Antonio potrebbe vincere in :

10 partite 11 partite 12 partite

Antonio perde una sola partita tra  Antonio perde due patrtite tra le

Antonio vince le prime 10 partite le prime 10 e vince l'undicesima prime 11 e vince la dodicesima

E,=(10a0) E,=(10al) E; = (10a2)

La probabilita di vincita di ciascuna partita € dastemente ugualezz ,

come pure la probabilita di sconfitta di ciascurartita € costantemente uguaie.

Si tratta di un problema di prove ripetute.
La probabilita che Antonio vinca :

10 parite| P& = () va = (00 Q) = @) =)

= 1
: 9 1 11 Evidenziata in giallo la
in n e nk 1 10 1 1 1 1 i
. = . . .. _ Y [ I R I — A - probabilita di vincita

11 partite | P (£2) (k) P 4 2 ( 9 ) (2) (2) 2 10 (2) dell'undicesima partita.

. 9 2 13 Evidenziata in giallo la

n- (M ok ok L oAy (L oy probabilita di vincita della
12 partite | P (Es) = (k) P4 2 ( 9 ) (E) (E) 2 - 11-10 (E) dodicesima partita.

Essendo gli evenfi, , E, , E5 incompatibili, la probabilita che Antonio vincagioco in al piu 12 partite e:
10 11 13

pEVEUE) = pE)+pE+pE) = (5) +10-(5) +110-(3) =

= (3) #1003 () +u0(3) () = () +5G) +50) -
-2 2 \2 2/ \2) 2 2 8 \2/

(1+5+55) (1)10 _ 4420+55 (1)10 79 (1)10
4) \2) 4 2) 4 \2) °

10
Similmente, la probabilita che Bruno vinca il gioicoal pitu 12 partite € anch’essa (B) = ?- G) .

In definitiva la probabilita che uno dei due gioodt Antonio o Bruno, vinca in un numero di partitenore o
uguale a 12 é:
10 11

22 G ) < e (2) 2 zesm
P=eyz) T 27\ T P T
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Quesito 9

Sono dati, nello spazio tridimensionale, i punti A(3;1;0), B(3;—-1;2), C€(1;1;2). Dopo aver
verificato che ABC é un triangolo equilatero e che é contenuto nel piano o di equazione x+y+z—4=0,
stabilire quali sono i punti P tali che ABCP sia un tetraedro regolare.

Soluzione

Verifichiamo che il triangolo ABC e equilatero :

AB = /(x4 —xp)? + (Va—yp)? + (2a —23)> =B =32+ (1 + )2 + (0 - 2)2 =V8=2V2.
BC=(xpg =)+ (g —yc)? + (25 —20)> =y (B - 12 + (-1 - 12+ (2-2)? = V8 = 2V2.
AC =\ (xa = %)+ (a —¥e)? + (24— 20)> =B -1+ (1 - 12 + (0 - 2)? = V8 = 2v2.
Verifichiamo che il triangolo ABC e contenuto n&n « :

Le coordinate dei tre vertici del triangolo ABC if&ano I'equazione del piana: ot
3+41+0—-4=0; 3-1+2-4=0; 1+1+2-4=0. P1
| due punti P richiesti appartengono alla retta passante per il baricentrdl del C

triangolo ABC e perpendicolare al piano del triangolo.
Il baricentro del triangolo ha coordinate: A

H (XA+XB+XC . YAtYyBtyc . ZA+ZB+Z(;) _ (3+3+1 L 1-1+1 0+2+2) _ (7 1 4)
3 ’ 3 ’ 3 - 3 7 3 ' 3 T \3’

3’3/°

Dall’equazione del piana: 1x+1y+1z—4 =0, siricavala
direzione della rettat , data dal vettore(a; b;c) = (1;1;1).

P2
Le equazioni parametriche della retta sono: '
7
x=xy+at ¥=3+1t
{yzyH+bt y=§+1t
z=zZy+ct
" \z= % + 1t

| due punti P richiesti appartengono alla retta, pertanto hanno coordinate? (g +t; §+ t; §+ t) .
Affinché ABCP sia un tetraedro regolare, deve taa: AP = AB ;
\/(xA —xp)2+ (Y4 —yp)2 + (24 — 2p)2 = 2V2 ;

JE=1-0) 4 (1-2=¢) +(0-2-¢) = 2vZ;

(2 — E’>t>2 N (2 — Bt)z N (—4 — St)z g
3 3 3 B
2- 3t)2 + (2 — 3t)2 +(—4 - 3t)2 =72 ;

44+9t2 — 12t +44+9t2 — 12t +16 +9t*> + 24t —72 =0 ;
4

tlz__
27t2—-48=0; 92 -16=0 ; ;
t2=+§
Pertanto i punti richiesti hanno coordinate:
L4 (7 4 1 4 4 4) P, (1; —1; 0)
perii=T3 13733737373
. _+4 (7 4 1+4 4+4) p (11'5_8>
per 2 =73 2\37T3°3737373 2377373
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Quesito 10
Determinare quali sono i valori del parametro k € R per cui la funzione f(x) = 2e
dell’equazione differenziale y'' —2y' —3y =0.

kx+Z & soluzione

Soluzione
Determiniamo le derivate prima e seconda dellaifumz f(x) = 2e ¥¥+2 :
f’(x) =2ke kx+2 f”(x) =2k?e kx+2

Sostituendo nell’equazione differenziglé — 2y’ — 3y = 0 si ottiene:
Zkzekx+2 _2_2kekx+2 —3'26kx+2 =0:

zekx+2=0 Ak €R

2ekx+2 (k2 2k —3)=0;
€ ( ) K2 —2k—3=0 ki =—1 A ky=+3
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