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QQuueessttiioonnaarriioo  

  
  

QQuueessiittoo  11  

Dimostrare che il volume di un cilindro inscritto in un cono è minore della metà del volume del cono.  

SSoolluuzziioonnee    

Risolviamo il quesito considerando un cilindro retto inscritto in un cono 
retto.  

Per il principio di Cavalieri, i volumi di coni e cilindri retti sono uguali ai 
volumi di coni e cilindri non retti aventi le stesse altezze gli stessi raggi di 
base. 

Consideriamo dunque un cono retto di fissata altezza ℎ e fissato raggio di 
base �, in cui è inscritto un cilindro retto avente raggio di base  � ,    � 0 < � < � �  e altezza  	  � 0 < 	 < ℎ � .   
Dalla similitudine dei triangoli AVH  e  ABC  si ricava l’altezza  	  del 
cilindro: �� ∶ �� = �� ∶ �� ;                  ℎ ∶ 	 = � ∶  �� − �� ;                  	 = ℎ� �� − �� = ℎ − ℎ� � . 
Il volume del cilindro è dato da:   ��������� = � ∙ �� ∙ 	 = � �� �ℎ − ℎ� ��  = �ℎ�� − � ℎ� � = �ℎ ��� −  1� � � 

Determiniamo quando tale volume è massimo: �"��� = �ℎ �2� −  3� ��� 

�"��� = 0 ;      2� −  3� �� = 0 ;    � ∙ �2 − 3� �� = 0 ;     � = 0          2 − 3� � = 0          � = 0            2� − 3� = 0        � = 0   � = 23 � 

�"��� > 0 ;              0 < � < 23 � .                                         �"��� < 0 ;              23 � < � < � 

Pertanto il volume del cilindro è massimo quando il raggio del cilindro è   � = � � ;  
mentre l’altezza del cilindro è  	 = ℎ − &� ∙ � � = ℎ − � ℎ = ' ℎ  
Il volume di tale cilindro è:   ��������� ()* = � ∙ �� ∙ 	 = � ∙ +� �,� ∙ ' ℎ = -�. � ��ℎ . 
Essendo il volume del cono   ����� = / ��ℎ  ,   la tesi è dimostrata perché risulta effettivamente che : 

��������� < 12 ����� ;                         427 � ��ℎ < 12 �3 ��ℎ ;                         427 < 16                    854 < 954  . 
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QQuueessiittoo  22  

Si dispone di due dadi uguali non bilanciati a forma di tetraedro regolare con le facce numerate da 1 a 4. 

Lanciando ciascuno dei due dadi, la probabilità che esca 1 è il doppio della probabilità che esca 2, che a sua 

volta è il doppio della probabilità che esca 3, che a sua volta è il doppio della probabilità che esca 4. Se si 

lanciano i due dadi contemporaneamente, qual è la probabilità che escano due numeri uguali tra loro?  

SSoolluuzziioonnee    

Indicando con p la probabilità che esca 4,  cioè  7�4� = � , si ottiene: 7�3� = 2� ;                   7�2� = 4� ;                   7�1� = 8� ;                   
Dovendo risultare:  7�1� + 7�2� + 7�3� + 7�4� = 1 ;     si ricava che:    8� + 4� + 2� + � = 1 ;         � = ''9 . 
Quindi:  7�4� = ''9  ;               7�3� = �'9  ;               7�2� = -'9  ;               7�1� = :'9 .               
Nel lancio contemporaneo di due dadi, gli esiti dei due lanci rappresentano eventi indipendenti. 

La probabilità richiesta 7, ovvero la probabilità di uscita di due numeri uguali nel lancio contemporaneo di 
due dadi, è la somma di eventi incompatibili: 7 = 7�;' = 1  ∧   ;� = 1�  +   7�;' = 2  ∧   ;� = 2� +   7�;' = 3  ∧   ;� = 3� +  7�;' = 4  ∧   ;� = 4� = = 815 ∙ 815 + 415 ∙ 415 + 215 ∙ 215 + 115 ∙ 115  =  64225 + 16225 + 4225 + 1225  =  85225 =  1745  . 
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QQuueessiittoo  33  

Determinare i valori di = tali che la retta di equazione  > = −?@ + =  sia tangente alla curva di equazione  > = @A − ?@B + C . 
SSoolluuzziioonnee    

Affinché due curve di equazioni   	 = D���  e  	 = E��� siano tangenti in un punto deve risultare che: F D��� = E���D"��� = E"���G cioè le due funzioni devono assumere lo stesso valore nel punto di 
tangenza e i grafici devono avere la stessa retta tangente.  

 H � − 4�� + 5 = −4� + I3�� − 8� = −4                      G                                    F � − 4�� + 4� + 5 − I = 03�� − 8� + 4 = 0                      G            
Risolviamo  3�� − 8� + 4 = 0 ;           ∆- = 16 − 12 = 4                         �',� = -±√- = �' = � �� = 2  

M� − 4�� + 4� + 5 − I = 0�' = 23�� = 2                      G                 N
� − 4�� + 4� + 5 − I = 0�' = 23                                             G

F � − 4�� + 4� + 5 − I = 0�� = 2                                             G
 

⎩⎨
⎧�23� − 4 �23�� + 4 �23� + 5 − I = 0

�' = 23                                             G
F2 − 4 ∙ 2� + 4 ∙ 2 + 5 − I = 0�� = 2                                             G      

       M
827 − 169 + 83 + 5 − I = 0

�' = 23                                      G    
F 8 − 16 + 8 + 5 − I = 0�� = 2                                     G      

              M
I = 16727�' = 23    G    

F I = 5�� = 2G       
 

Pertanto esistono due valori,  I' = 'R.�.   e  I� = 5,  per i quali la retta di equazione  	 = −4� + I  risulta 

tangente alla curva di equazione  	 = � − 4�� + 5 .   
I punti di tangenza hanno coordinate:   

SI' = 'R.�.�' = �   G        ⇒      	 = −4 ∙ � + 'R.�. = U9�.            ⇒         V'  +�  ;  U9�.,   

FI� = 5�� = 2G            ⇒      	 = −4 ∙ 2 + 5 = −3           ⇒         V� �2 ; −3�  .   
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QQuueessiittoo  44  

 Considerata  la  funzione   W�@� = A@XYZY[ @C\Y]@X^_Z @ ,   determinare ,  se esistono ,  i  valori  di  `ab@→\d W�@�      Y      `ab@→Xd W�@� giustificando adeguatamente le risposte. 

SSoolluuzziioonnee  

La funzione è definita  ∀� ∈ g .  

Infatti, il denominatore è sempre diverso da zero:   5 + hX* − ijk � ≥  5 + hX* − 1 = 4 + hX* > 0    ∀� ∈ g  
mentre il numeratore è definito  ∀� ∈ g .  È quindi lecito calcolare i limiti richiesti: 

Calcoliamo il   mno*→\d 3� − hpq� *5 + hX* − ijk � 

Per  � → +∞         hX' < hpq� * < h\'  (funzione limitata)   ⇒    il numeratore   �3� − hpq� *� → +∞ 

Per  � → +∞         0 < hX* < 1     ∧     −1 < cos � < +1   ⇒    il denominatore   4 < �5 + hX* − ijk �� < 7 

Pertanto  il limite mno*→\d 3� − hpq� *5 + hX* − ijk � = +∞ . 
 

Calcoliamo il   mno*→Xd 3� − hpq� *5 + hX* − ijk � 

Per  � → −∞         hX' < hpq� * < h\'        ⇒     il numeratore   �3� − hpq� *� → −∞ 

Per  � → −∞         hX* → +∞     ∧     −1 < cos � < +1   ⇒     il denominatore   �5 + hX* − ijk �� → +∞ 

La funzione D��� verifica le condizioni del teorema di De l’Hospital e quindi: 

mno*→Xd 3� − hpq� *5 + hX* − ijk � = mno*→Xd 3 − ijk � ∙ hpq� *−hX* + khv � = 

Per  � → −∞        − 1 ∙ h' < ijk � ∙ hpq� * < +1 ∙ h'        
        ⇒     il numeratore   3 − h < �3 − ijk � ∙ hpq� *� < 3 + h 

Per  � → −∞        − hX* → −∞     ∧      −1 < khv � < +1       ⇒     il denominatore   �−hX* + khv �� → −∞ 

Pertanto  il limite mno*→\d 3� − hpq� *5 + hX* − ijk � = 0 . 
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QQuueessiittoo  55  

Con una staccionata lunga 2 metri si vuole recintare una superficie 

avente la forma di un rettangolo sormontato da una 

semicirconferenza, come in figura:  

Determinare le dimensioni dei lati del rettangolo che consentono di 

recintare la superficie di area massima. 

SSoolluuzziioonnee  

Poniamo la misura del raggio  w�xxxx = 2�    con  � > 0 . 
Si ottiene:  ��xxxx = 4�   e   ��ij�y = 2��   ��xxxx = 2 − 2�� − 4�2 = 1 − �� − 2� . 
Anche   ��xxxx > 0 ;            1 − �� − 2� > 0 ;    � < '/\� . 
Pertanto le limitazioni sono:  0 < � < '/\� . 
L’area della figura mistilinea vale : 

z ���  =  � ∙ �2���2 + 4� ∙ �1 − �� − 2� �  =  2��� + 4� − 4��� − 8��  =  −2�� + 4��� + 4�  . z ��� = −2�� + 4��� + 4�  . 
Tale funzione è una funzione quadratica il cui grafico è una parabola con concavità negativa. 

Il suo valore massimo si ha in corrispondenza del vertice V della parabola. 

L’ascissa del vertice è:   �{ = − |2} = − 42 ∙ ~−2�� + 4�� = 1� + 4       iℎh �nhv��} vhmmh mnon�}�njvn  0 < � < 1� + 2  . 
Pertanto:   ��xxxx  =  4� =  4� + 4 

��xxxx  =  1 − �� − 2� =  1 − �� + 4 − 2� + 4 = � + 4 − � − 2� + 4 = 2� + 4 . 
La misura della base è il doppio della misura dll’altezza. 
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QQuueessiittoo  66  

Determinare l’equazione della superficie sferica S, con centro sulla retta r:   N@ = �> = �� = �G       � ∈ � 

tangente al piano  �:    A@ − > − B� + �? = �  nel punto  � �– ? ; � ; �� . 
SSoolluuzziioonnee  11  

Determiniamo l’equazione della retta  k  passante per il punto  V �– 4 ; 0 ; 1�   
e normale al piano  �:  3� − 	 − 2� + 14 = 0   

I coefficienti direttivi di tale retta sono i coefficienti dell’equazione del piano �   �} = 3;  | = −1;  i = −2�. 
N� = �� + } I	 = 	� + | I� = �� + i I G            N� = −4 + 3I	 = 0 − I      � = 1 − 2I   G            N

� = −4 + 3I	 = −I          � = 1 − 2I   G 
 
Il centro � della superficie sferica è il punto in comune alle due rette � ed  k .  
Occorre pertanto risolvere il sistema formato dalle equazioni delle due rette. 

⎩⎪⎨
⎪⎧� = −4 + 3I	 = −I          � = 1 − 2I   � = �              	 = �              � = �              

G   N� = −4 + 3I� = −I          � = 1 − 2I   G      N
−I = −4 + 3I−−I = 1 − 2I   G          N

I = 1  � = −1I = 1  G 
Il centro � della superficie sferica ha coordinate: 

  �� = �	 = �� = �G        N� = −1	 = −1� = −1G         ⇒         � �−1 ; −1 ; −1� 

 

La misura del raggio della superficie sferica è data da : � = �Vxxxx = ���� − ���� + �	� − 	��� + ��� − ����  =  ��−1 + 4�� + �−1 − 0�� + �−1 − 1��  = =   √9 + 1 + 4   =   √14  . 
L’equazione della superficie sferica z   è : �� − ��� + �	 − ��� + �� − ��� = �� ; �� + 1�� + �	 + 1�� + �� + 1�� = 14 ; �� + 1 + 2� + 	� + 1 + 2	 + �� + 1 + 2� − 14 = 0 ; �� + 	� + �� + 2� + 2	 + 2� − 11 = 0 . 
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SSoolluuzziioonnee  22  

Determiniamo l’equazione della retta  k  passante per il punto  V �– 4 ; 0 ; 1�   
e normale al piano  �:  3� − 	 − 2� + 14 = 0   

I coefficienti direttivi di tale retta sono i coefficienti dell’equazione del piano �   �} = 3;  | = −1;  i = −2�. 
N� = �� + } �	 = 	� + | �� = �� + i � G            N� = −4 + 3�	 = 0 − �      � = 1 − 2�   G            N

� = −4 + 3�	 = −�          � = 1 − 2�   G 
Il centro � della superficie sferica appartiene alla retta  � di equazione: 

  �� = �	 = �� = �G    quindi le sue coordinate sono del tipo � �� ; � ; �� . 
Ma il punto  �  appartiene anche alla retta s , quindi le sue coordinate  

devono soddisfare la sua equazione. 

Si ottiene:  

N� = −4 + 3�� = −�          � = 1 − 2�   G         N
−� = −4 + 3�−          −� = 1 − 2�   G         N

4� = 4−          � = 1   G        N
� = 1   � = −1� = 1   G      ⇒         � �−1 ; −1 ; −1� 

 

La misura del raggio della superficie sferica è data da : � = �Vxxxx = ���� − ���� + �	� − 	��� + ��� − ����  =  ��−1 + 4�� + �−1 − 0�� + �−1 − 1��  = =   √9 + 1 + 4   =   √14  . 
L’equazione della superficie sferica z   è : �� − ��� + �	 − ��� + �� − ��� = �� ; �� + 1�� + �	 + 1�� + �� + 1�� = 14 ; �� + 1 + 2� + 	� + 1 + 2	 + �� + 1 + 2� − 14 = 0 ; �� + 	� + �� + 2� + 2	 + 2� − 11 = 0 . 
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QQuueessiittoo  77  
Determinare  �  in modo che   � �A@B + A� �@�\�� = �� . 
SSoolluuzziioonnee    

� �3�� + 3� ��)\'
)   =   ~� + 3��))\'  =   �} + 1� + 3�} + 1� − �} + 3}�  = 

=   } + 3}� + 3} + 1 + 3} + 3 − } − 3}  =   3}� + 3} + 4 .  
Deve risultare: 

� �3�� + 3� ��)\'
) = 10 ;              3}� + 3} + 4 = 10 ;            3}� + 3} − 6 = 0 ;            }� + } − 2 = 0 ;            

∆= 1 + 8 = 9 ;                   }',� = −1 ± √92 = }' = −2}� = +1  

Entrambe le soluzioni sono accettabili poiché la funzione integranda è un polinomio definito ∀� ∈ g . 
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QQuueessiittoo  88  
In un gioco a due giocatori, ogni partita vinta frutta 1 punto e vince chi per primo raggiunge 10 punti. Due 

giocatori che in ciascuna partita hanno la stessa probabilità di vincere si sfidano. Qual è la probabilità che 

uno dei due giocatori vinca in un numero di partite minore o uguale a 12?  

SSoolluuzziioonnee    

Siano Antonio e Bruno i due giocatori. 

Calcoliamo la probabilità che Antonio vinca il gioco in al più 12 partite. 

Antonio potrebbe vincere in : 

10 partite 11 partite 12 partite 

Antonio vince le prime 10 partite 
Antonio perde una sola partita tra 
le prime 10 e vince l’undicesima 

Antonio perde due partite tra le 
prime 11 e vince la dodicesima �1 = �10 } 0� �2 = �10 } 1� �3 = �10 } 2� 

La probabilità di vincita di ciascuna partita è costantemente uguale  
'�  , 

come pure la probabilità di sconfitta di ciascuna partita è costantemente uguale  
'� . 

Si tratta di un problema di prove ripetute. 

La probabilità che Antonio vinca :  

in          
10 partite 7 ��'�   =   +vI, ∙ 7� ∙ ��X�   =   +1010, ∙ �12�'� ∙ �12��   =   1 ∙ �12�'� ∙ 1  =   �12�'�

  

in 
11 partite 7 ����   =   +vI, ∙ 7� ∙ ��X�  ∙  12   =   +109 , ∙ �12�U ∙ �12�' ∙  12   =   10 ∙ �12�''

 
Evidenziata in giallo la 
probabilità di vincita 

dell’undicesima partita. 

in 
12 partite 7 �� �   =   +vI, ∙ 7� ∙ ��X�  ∙  12   =   +119 , ∙ �12�U ∙ �12�� ∙  12   =   11 ∙ 10 ∙ �12�' 

 
Evidenziata in giallo la 

probabilità di vincita della 
dodicesima partita. 

Essendo gli eventi �' , �� , �  incompatibili, la probabilità che Antonio vinca il gioco in al più 12 partite è: 

7 ��' ∪ �� ∪ � �   =   7 ��'� + 7 ���� + 7 �� �   =   �12�'� + 10 ∙ �12�'' + 110 ∙ �12�'   = 

=   �12�'� + 10 ∙ 12 ∙ �12�'� + 110 ∙ �12� �12�'�  =   �12�'� + 5 ∙ �12�'� + 1108 ∙ �12�'�  = 

=   �1 + 5 + 554 � ∙ �12�'�  =   4 + 20 + 554 ∙ �12�'�  =   794 ∙ �12�'� . 
Similmente, la probabilità che Bruno vinca il gioco in al più 12 partite è anch’essa  7 ���   =  .U- ∙ +'�,'� . 
In definitiva la probabilità che uno dei due giocatori, Antonio o Bruno, vinca in un numero di partite minore o 
uguale a 12 è: 

  7 = 2 ∙ 794 ∙ �12�'�  =   792 ∙ �12�'�  =   79 ∙ �12�''   ≅ 3,857% . 
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QQuueessiittoo  99  
Sono dati, nello spazio tridimensionale, i punti    �A ; � ; �� ,  ¡ �A ; −� ; B� ,   ¢ �� ; � ; B�. Dopo aver 

verificato che ABC è un triangolo equilatero e che è contenuto nel piano α di equazione  @ + > + � − ? = � , 

stabilire quali sono i punti P tali che ABCP sia un tetraedro regolare.  

SSoolluuzziioonnee    

Verifichiamo che il triangolo ABC è equilatero : ��xxxx = ���£ − �¤�� + �	£ − 	¤�� + ��£ − �¤�� = ��3 − 3�� + �1 + 1�� + �0 − 2�� = √8 = 2√2 . ��xxxx = ���¤ − ���� + �	¤ − 	��� + ��¤ − ���� = ��3 − 1�� + �−1 − 1�� + �2 − 2�� = √8 = 2√2 . ��xxxx = ���£ − ���� + �	£ − 	��� + ��£ − ���� = ��3 − 1�� + �1 − 1�� + �0 − 2�� = √8 = 2√2 . 
Verifichiamo che il triangolo ABC è contenuto nel piano � : 

Le coordinate dei tre vertici del triangolo ABC verificano l’equazione del piano �: 3 + 1 + 0 − 4 = 0 ;                   3 − 1 + 2 − 4 = 0 ;                  1 + 1 + 2 − 4 = 0 .  
I due punti P richiesti appartengono alla retta  �  passante per il baricentro � del 
triangolo ��� e perpendicolare al piano del triangolo. 

Il baricentro del triangolo ha coordinate: � +*¥\*¦\*§  ;  ¨¥\¨¦\¨§  ;  ©¥\©¦\©§ , = + \ \'  ;  'X'\'  ;  �\�\� , = +.  ;  '  ;  - , .  
Dall’equazione del piano �:  1 � + 1 	 + 1 � − 4 = 0,  si ricava la  
direzione della retta  � , data dal vettore  �} ; | ; i� = �1 ; 1 ; 1� . 
Le equazioni parametriche della retta  �  sono:  

N� = �ª + } �	 = 	ª + | �� = �ª + i � G            
⎩⎪⎨
⎪⎧� = . + 1�	 = ' + 1�� = - + 1�G            

I due punti P richiesti appartengono alla retta  � , pertanto hanno coordinate   « +. + � ;  ' + � ;  - + �, . 
Affinché ABCP sia un tetraedro regolare, deve risultare:  �«xxxx = ��xxxx ; ���£ − �¬�� + �	£ − 	¬�� + ��£ − �¬�� = 2√2  ;   
+3 − . − �,� + +1 − ' − �,� + +0 − - − �,� = 2√2  ;  
�2 − 3�3 �� + �2 − 3�3 �� + �−4 − 3�3 �� = 8  ; �2 − 3��� + �2 − 3��� + �−4 − 3��� = 72  ; 4 + 9�� − 12� + 4 + 9�� − 12� + 16 + 9�� + 24� − 72 = 0  ; 
27�� − 48 = 0  ;            9�� − 16 = 0  ;     �' = − - �� = + -   

Pertanto i punti richiesti hanno coordinate: 7h�  �' = − 437h�  �� = + 43            ⇒           «'  �73 − 43 ;  13 − 43 ;  43 − 43�
«�  �73 + 43 ;  13 + 43 ; 43 + 43�                      «' �1 ;  −1 ;  0�

«�  �113  ;  53 ;  83� 
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QQuueessiittoo  1100  
Determinare quali sono i valori del parametro  = ∈ �  per cui la funzione W�@� = BY =@\B  è soluzione 

dell’equazione differenziale  >"" − B>" − A> = � . 
SSoolluuzziioonnee    

Determiniamo le derivate prima e seconda della funzione  D��� = 2h  �*\�  ::   D"��� = 2I h  �*\�                                                D""��� = 2I� h  �*\� 

Sostituendo nell’equazione differenziale  	"" − 2	" − 3	 = 0   si ottiene: 

2I� h  �*\� − 2 ∙ 2I h  �*\� − 3 ∙ 2h  �*\� = 0 ; 
2h  �*\� ∙ �I� − 2I − 3� = 0 ;               2h  �*\� = 0         I� − 2I − 3 = 0                ∄ I ∈ g                               I' = −1     ∧      I� = +3 

 


