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Problema 2

Consideriamo la funzione f;. : 'R — H cosi definita:

()= =% + kx+9

con ke 2.

1.

Tl

Detto r;. il grafico della funzione, verifica che per qualsiasi valore del parametro & la retta 7, .
tangente a ﬂ- nel punto di ascissa 0 ¢ laretta 5, | tangente a Fk nel punto di ascissa 1, siincontrano

; S 2
 un punto M diascissa — .

3
Dopo aver verificato che & =1 ¢ i1l massimo mtero positivo per cui ’ordnata del punto M &
mmore di 10, studia I'andamento della funzione f (x), determinandone 1 punti stazionari ¢ di
flesso e tracciandone 1l grafico.

. Detto T 1l triangolo dehimitato dalle rette 5, s, e dall’asse delle ascisse, determina la probabilita

che, preso a caso un puntoP(r‘fP- .Y, )all'interno di T, questo si trovi al di sopra di 1—1 (c10é che s1

abbia Yp > f1(x) per tale punto P).

= e i . £ T o 5 5
Nella figura ¢ evidenziato un punto Ne r} ¢ un tratto del grafico r1~ La retta normale a rl m N
(vale a dure la perpendicolare alla retta tangente a 1_] i quel punto) passa per 1’origine degli assi

(. 11 grafico rl possiede tre punti con questa proprieta. Dimostra, pii in generale, che 1l grafico

di un qualsiasi polinomio di grado # > 0 non pud possedere pint di 2n—1 punti nei quali la retta
normale al gratico passa per ['origine.




Punto 1
Il punto di I}, diascissa 0 ha ordinat#,(0) =9; = A(0;9).
Il fascio di rette passanti peA (0;9) ha equazioney = mx + 9.
Il coefficiente angolare della retta;, tangente al}, nel punto
Ae m,=f(0)=k.

Laretta r, tangente al}, nel punto A ha equazione
y=kx+9.

Il punto dil}, diascissa 1 ha ordinat#, (1) =k + 8;
= B(1;k+8)

Il fascio di rette passanti peB (1;k +8) ha equazione:
y—(k+8)=m(x-1); y=mx—-m+k+8.

Il coefficiente angolare della retta;, tangente alj,

nel puntoB e:

mg, = f'(1) = (=3x* + k)y=y = =3+ k.

La retta s, tangente al;, nel punto B ha equazione :
y=(-3+k)x—3+k+k+8;

y=(-3+k)x+11;

Determiniamo le intersezioni fra le due rette tamtge

{y=kx+9 {(—3+k)x+11=kx+9
y=03+kx+11 —

M = (0.7, 10.3)
B

—3x = -2 X =
- y=§k+9

2
3 = M(§;§k+9).

Da tale soluzione si ricava che per qualsiasi velodi k
'ascissa del punto M e sempée (non dipende dal valore di k).

Esame di Stato 2018 - Liceo Scientifico www.mimmocorrado.it 2



Punto 2
L’ordinata del punto M & minore di 10 per:

2 2 3
§k+9<10; §k+9<10; 2k +27 < 30; 2k < 3; k<§.

Quindi k =1 € il massimo valore intero positivo per cui I'ondita del punto M & minore dD .

Studiamo il grafico df; (x) = —x3 +x + 9 y

Si tratta di una cubica, funzione continua e debpil&in tutto R. 1Y
La funzione non & ne pari ne dispari.
Interseca I'asse y nel puntd (0;9) 12
lim (—x3+x+9)=— lim (—x3+x+9) = +o
xX—+00 X——0o
Quindi non esistono ne massimi ne minimi assoluti. o R = (0.57, 9.38)

fl(x)=-3x*+1

11 3 P = (-0.57
f'(x)=0; —3x2+1=0; X2 =F [3=F5 .
6
V3 V3
f'(x)>0; —?<x<+?.
4
V3 V3 1
f'(x) <0; x<—? % x>+?.
In x; = —g c’é un punto di minimo relativo .
V3
= P (—?; 8,6). | 0 |E=@24.0
. . . -2 0 4 5
In x, = +§ c’é un punto di massimo relativo % ’
V3
R <+— ; 9,4).
3
f"(x) = —6x
f'"(x)=0; x=0.
f'"(x)>0; x<0; f'"(x)<0; x>0 = A (0;9) e un punto di flesso.
La curva passa per i punti di minimo e massimo tralaP (—\2—5;8,6) e R (+§; 9,4) entrambi con

ordinata positiva, & decrescente (ﬁ{; ,+oo) , quindi incontrera I'asse x in un punto di asast > +§.

Per determinare l'intersezione della curva con $aglelle x applichiamo il metodo di bisezione:
fikx) ==x3+x+9

X1 X2 Xm f(x1) f(x2) f(Xm) Ax

2 3 2,5 3 -15 -4 1

2| 2,500 2,250 3 -4 -0,14 0,5

2| 2,250 | 2,125 3 0 1,53 0,25
2,1250 | 2,250 | 2,188 2 0 0,72 0,125
2,1875| 2,250 | 2,219 1 0 0,30 0,0625
2,2188 | 2,250 | 2,234 0 0 0,08 0,0313
2,2344 | 2,250 | 2,242 0 0 -0,03 0,0156
2,2344 | 2,242 | 2,238 0 0 0,02 0,0078
2,2383 | 2,242 | 2,240 0 0 0,00 0,0039

La curva interseca I'asse delle x nel punfa(2,24 ; 0).
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La probabilita richiesta e il rapporto fra I'areaalla zona bianca del triangolo CDM e I'area delamnigolo
CDM.
_ 129 29 841

L’area del triangolo CDM & S¢py, = %ﬁ M= T T =

, . N 1 =— — 1 81
L'area del triangolo azzurro ACO &0 = . CO-A0 = r 9:-9 = 5 -
L'area della regione gialla delimitata dalla cuneadagli assi cartesiani é:
2,24 (_ 2,24% 2,242

4 2
S=L "t bx kO de= -4 T4 0x| = (F 449 224) - (0) = 16375

Pertanto la probabilita richiesta e:

841 81
_ Scom —Saco—S 12 _7_16’375 _ - o
p= S = 941 = 0,1885 = 18,85% .
12

M 5/0.67, 9.67)

E ¥ (2.24,0) DX (55,0)
o 1 3 4 s \'6 7
T4
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Punto 4

Sia p(x) un polinomio di gradon e sia P (xo;p(x)) un generico punto del grafico della funzione
polinomiale y = p(x)
L’equazione della retta tangenteal grafico di p(x) nel puntoP ha equazione:

y —p(xo) =mg - (x — xo) ; y—p(x) =p'(x0) - (x — x0) ;
L’equazione della retta normale al grafico dip(x) nel puntoP ha equazione:
1

y — p(xo) =—m'(x—xo)-

Imponiamo il passaggio per l'origine degli assi tesiani:
1 1 X0

—p(xo) = ———-(x —x0); 0—pCxo) = ——7—=-(0—x0); (x0) = ===
YRR T ) ’ PR T ) ’ P T )
Essendo, dal grafico della traccig;(x,) # 0 si ottiene:
p(x0) *p'(x0) +x9 =0;
Essendo il grado del polinomip(x,) uguale an ed essendo il grado del polinomjg(x,) uguale an — 1,
il grado del polinomiop(xg) "p'(x) +x, € n+(n—1)=2n-1.
Pertanto, per il “Teorema Fondamentale dell'algetréequazione p(x,) - p'(xy) + xo, = 0 ha al massimo
2n —1 radici.

Si conclude che il grafico di un qualsiasi polinondii grado n > 0 non puo possedere piu 2k — 1 punti
nei quali la retta normale al grafico passa perrigine.
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