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Il candidato risolva uno dei due problemi e risponda a 5 quesiti del questionario.

PROBLEMA 1

Devi programmare il funzionamento di una macchina che viene adoperata nella produzione
industriale di mattonelle per pavimenti. Le mattonelle sono di forma quadrata di lato 1 (in
un’opportuna unita di misura) e le fasi di lavoro sono le seguenti:

si sceglie una funzioney = f(x) definita e continua nell’intervallo [0.1]., che soddisfi le
condizioni:

a)  f(0)=L
b) fm=o:
) O<f(x)<lper O<x<l.

La macchina traccia il grafico [ della funzione y= f(x)e i grafici simmetrici di [ rispetto

all’asse y. all’asse x e all’origine O, ottenendo in questo modo una curva chiusa A . passante per
1 punti (1,0), (0,1), (-1,0), (0.-1), simmetrica rispetto agli assi cartesiani e all’origine, contenuta
nel quadrato Q di vertici (1.1), (-1,1). (-1.-1). (1,-1).

La macchina costruisce la mattonella colorando di grigio I'interno della curva chiusa A e
lasciando bianca la parte restante del quadrato Q: vengono quindi mostrate sul display alcune
mattonelle affiancate, per dare un’idea dell’aspetto del pavimento.

I1 manuale d’uso riporta un esempio del processo realizzativo di una mattonella semplice:

Graficol” CurvaA Mattonella

Figura |



La pavimentazione risultante e riportata di seguito:

Figura 2

1. Con riferimento all’esempio, determina I’espressione della funzione y = f(x) e I’equazione
della curva A , cosi da poter effettuare una prova e verificare il funzionamento della macchina.

Ti viene richiesto di costruire una mattonella con un disegno piu elaborato che, oltre a rispettare le
condizioni a), b) e ¢) descritte in precedenza. abbia f'(0)=0 e I’area della parte colorata pari al 55%
dell’area dell’intera mattonella. A tale scopo, prendi in considerazione funzioni polinomiali di
secondo grado e di terzo grado.

2. Dopo aver verificato che non e possibile realizzare quanto richiesto adoperando una funzione
polinomiale di secondo grado, determina i coefficientia,b,c,d « R della funzione f(x)

polinomiale di terzo grado che soddisfa le condizioni poste. Rappresenta infine in un piano
cartesiano la mattonella risultante.

Vengono proposti a un cliente due tipi diversi di disegno, derivanti rispettivamente dalle funzioni
a,(x)=1-x" ¢ b (x)=(l —x}” . considerate per x [0, 1], con  intero positivo.
3. Verifica che al variare di »n tutte queste funzioni rispettano le condizioni a), b) e c).

Dette .4(n) e B(n) learee delle parti colorate delle mattonelle ottenute a partire da tali funzioni

i, e bn .calcola “im 4(n)e Lm B(n) edinterpreta i risultati in termini geometrici.
H—+0 F—+T

Il cliente decide di ordinare 5.000 mattonelle con il disegno derivato da @) (x) e 5.000 con quello

derivato da bz (X) . La verniciatura viene effettuata da un braccio meccanico che, dopo aver depositato
il colore, torna alla posizione iniziale sorvolando la mattonella lungo la diagonale. A causa di un
malfunzionamento, durante la produzione delle 10.000 mattonelle si verifica con una probabilita del
20% che il braccio meccanico lasci cadere una goccia di colore in un punto a caso lungo la diagonale,
macchiando cosi la mattonella appena prodotta.

4. Fornisci una stima motivata del numero di mattonelle che, avendo una macchia nella parte non
colorata, risulteranno danneggiate al termine del ciclo di produzione.
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Punto 1

La funzionef (x) definita e continua nell’intervallo [0,1], ’ y

che soddisfa le condizioni:a,b,c & =-x+1. 1]

Infatti:
a) f(0)=1; ) .
b) f (1) =0; I P
C) 0<f(x)<1l; 0<—x+1<1; -1<-x<1-1;

-1<—-x<0; 1>x>0; 0<x<1. -1
Il grafico I' della funzioney = f (x) € rappresentato a lato. |

Il grafico simmetrico dil" rispetto all’assey € colorato inrosso ’ y

La funzione corrispondente éy = x + 1 1

Il grafico simmetrico dil" rispetto all’'assex € colorato inazzurro 0 y

La funzione corrispondente ey = x — 1 0 £ >

Il grafico simmetrico dil" rispetto all’Origine é colorato inverde A

La funzione corrispondente éy = —x — 1

Il grafico della curva chiusad € I'unione dei quattro segmenti colorati.

—|x|+1 se —1<x<1 AN y=0

L’equazione corrispondente ey =

—|x]-1 se —1<x<1 A y<O0

Punto 2

Consideriamo adesso un disegno piu elaborato deliaione f (x) . y

Consideriamo pertanto, per come suggerito, unaitunezpolinomiale di 1

secondo grado: f (x) = ax? + bx + c .

Essa deve soddisfare le condizionia, b, ced, 0 "
a) f(0)=1; c=1; \ T
b) f(1)=0; a+b+c=0; B /

d f'(0)=0; f'(x) =2ax+b; 2a-0+b=0; b=0. __,-*

Da queste quattro prime condizioni si ricava lafiome: f(x) = —x? + 1

Verifichiamo adesso la condiziore “I'area della parte colorata deve essere pari%h% dell’area dell'intera

mattonella.
1

, . . 1 3 1 2

L’area della parte colorata in azzurro €S,,,urra = fO (—x*+1)dx = [—x? + x] = -3+ 1-0 = 3
0

, \ 2 8
L'area della mattonella colorata €Sy ttonetia colorata = 4 P
L’area dell'intera mattonella (colorata e bianca 4 .

8
. S 2 2 .. N g
Essendo il rapporto fra le due aree2Mattoneliacolorata — 3 — = ~ 67 04 | |a 5 condizione non & verificata.
Mattonella intera 4 3

Pertanto tale disegno di mattonella é da scartare.
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Consideriamo adesso, per come suggerito, una foazolinomiale
diterzogrado: f (x) =ax3+bx?+cx+d .

Essa deve soddisfare le condizionia, b, ced, | \

a) f(0)=1; d=1; ’1

b) f(1)=0; a+b+c+d=0;

c) 0<f(x)<1;

d f/(0)=0; f' (x) = 3ax? + 2bx + c; 0 Kf

3a:0+2b-0+c=0; c=0. - 0 1

d=1 d=1 d=1
atb+c+d=0 {a+b+1=0 {b=—a—1 -

c=0 c=0 c=0
Da queste quattro prime condizioni si ricava la fgiia di funzioni:
fx) =ax®—(a+Dx?+1

Consideriamo adesso la quinta condizione: “I'areglld parte colorata deve essere pari al 55% delar
dell'intera mattonella.
11

Smattonelia cotorata = 9% 4 =—=4= —.

100 5
L'area della parte colorata in azzurro é:

S = 3 — +Dx?+1)dx = 2 +1x3+ 1_ L +11+1—
Azzurra _fo (ax (a )x )dx = [a: (a )? X]O = az (a ); =
1 1 1 2 1

= Za—ga—§+1 = §—Ea.

, R 2 1 8
L'area della mattonella colorata €Sy ttonetia colorata = 4 (5 —5a ) =534

Deve risultare:

11 8 1 11 7
SMattonella colorata = ? ; §_§a = ? ’ 40 — 5a = 33; S5a =17; a= g .

Pertanto la funzione richiesta & :f (x) = §x3 - %xz +1

Occorre fare una ulteriore verifica, la condiziooe 0< f(x) <1 per 0<x<1.
Tale verifica scaturisce dallo studio del graficelld funzionef (x) .

La funzione é definita, continua e derivabifex € R .
Interseca gli assi cartesiani nei purdi (0;1) e B (1;0).

7 12 7 12
lim (—x3——x2+1)=+oo lim (—x3——x2+1)=—oo
xX—+0o0 5 X—>—00 5 5
() = 2Ly2 _ 22
flo) =Fx*—<x ;

x1:
Fl)=0; Zx2-2x =0; 21x2—24x =0 8
5 5 xlz;

f'(x)>0 per x<0 VvV x>§ f'(x) <0 per O<x<§.

In x; =0 c’&un punto di massimo relativo> A (0;1).

8 . . . 8 11
In X, = C’eun punto di minimo relativo= B (?;_E)'

i) = 22, _ 2%
freo =2x -2
42 24 4
f'"(x)=0; ?x—?zo; 42x — 24 =0; x=7.
" . 4, " . 4 4 117\ .
f"(x)>0; X >=; f'(x)<0; x < = F(7,245)eunpuntodlflesso.
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Dalla rappresentazione grafica della funziope= f (x) y
sideduceche:0 < f(x) <1 perO0<x<l1.

Calcoli: 1
8\ 7 8\> 12 /8\? 1_7512 12 64 1_512 768 1= 512—768+245_ 11 J
1G)=56) -56) =5 T s et T mt T T as  as )
4 7 4\% 12 /4\? 7 64 12 16 64 192 64 — 192 + 245 117 0 %
15)=:6) -36G) *1 = 53T et = gme gt = e = 5
7 5\7 7 573 5 49 245 245 245 245 0
B= 31 14, -0.04)
2% |
Punto 3

Consideriamo la prima famiglia di funzionia,,(x) = 1 — x™ e verifichiamo le tre condizioni:
Condizione a: a,(0) =1; 1—-0"=1; Verificato

Condizione b :a,(1) =0; 1—-1"=0; Verificato

Condizionec:0<a,(x) <1 per 0<x<1;

0<x<1; 0<x"<1; —-1<—-x"<0; 1-1<1—-x"<1; 0<1—-—x"<1; Verificato

Consideriamo la seconda famiglia di funzionk,,(x) = (1 — x)™ e verifichiamo le tre condizioni:
Condizione a: a,(0) =1; 1—-0"=1; Verificato

Condizione b :a,(1) =0; 1—-1"=0; Verificato

Condizionec:0<a,(x) <1 per 0<x<1;

0<x<1l; -1<—-x<0; 1-1<1-x<1; 0<1—-x<1; 0<(1-x)"<1; Verificato

Calcoliamo I'area A (n) della parte colorata della mattonella ottenutdlddamiglia di funzionia,, (x) .

1 n+1]l 1+ n+l1-1 4n
AM)=4-| (A1—x")dx =4 |x- =4-(1- - 0) =4 = .
() _];)( x") dx [x n+1] < n+1 ) n+1 n+1
. , 4n , 4n , 4
Calcoliamo il limite: im A () :nljrfoon+1 = bm 1 = bm 1° 4
n 1+n 1+n

L’interpretazione geometrica € la seguente:

“Quando n — +oo, l'area della parte colorata della mattonella (n) - 4. Ed essendo I'area dell'inter
mattonella uguale proprio a 4, la mattonella, per +oo, tende a colorarsi per intera.

’ y 1 y 1 y
0 X 0 X 0 X
1 0 1 1 0 1 1 0 1
2 1 4
as(x) =1—x° ao(x) =1 — x1° ay0(x) =1 —x2°
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Calcoliamo I'area B (n) della parte colorata della mattonella ottenutdlddamiglia di funzionib,,(x)

1 ) B (1 x)n+1 1 (1 1)n+1 (1 __0)n+1
B(n)=4-f0(1—x) dx = [ a1 | [ Tn+l _<_ n+1 )l

(1)n+1
- 4.[0_ <_n+1>l - 4.n+1 T n+1”
4

Calcoliamo il limite:  [im B (n) = lim
n-o+o n+1

n—- +oo

= 0.

L’interpretazione geometrica € la seguente:
Quandon — +oo, I'area della parte colorata della mattonelld (n) tende a scomparire .

*1?‘"’ 1?‘”’ *1?‘"’

X X
-1 1 -1 1 -1
-1 -1 -1

bio(x) = (1 — x)lo byo(x) = (1 — x)zo

bs(x) = (1 - x)°
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Punto 4

Consideriamo la mattonella derivata dalla funziode (x) = 1 — x2. W
Per la simmetria della figura, la probabilita cha foccia cada sulla parte 1 A
non colorata della diagonale € data dal rapporta tla lunghezza del
segmento AC e la lunghezza della meta della didgoh@ . C
Occorre determinare le coordinate del punto C: 0 X
{y:l—xz {x:l—xz {x2+x—1=0 i (0] 1
y=Xx — —
Risolvox? +x—1=10; A=1+4=5
-1-5 ,
TN R Non accettabile S («/5—1 . «/3—1) 5
Y12 =75 7 145 . 2 2 )
Xy =— Accettabile
V5 — 1)’ V5 — 1)’ 2-V5+1)° 35\’
_ 1-—= +(1-"5 2-|———] <2 >
) =2 _ _ B ~3-45
¥~ a0 VIZ+ 12 V2 V2 2
Ma la goccia cade con probabilita del 20%.
Quindi la probabilita che la macchina lasci una g@clungo la parte della diagonale non colorata é :
3-+5 20 3—v5  3-+5
= 0f « = . = ~ 0,
Da 20% - — 00 3 o = 7.64%.
Pertanto le piastrelle del tipdl, che potrebbero essere difettose soNg:= 7,64% - 5000 = 382.
Y
- : . 1 A
Consideriamo la mattonella derivata dalla funzioBe (x) = (1 — x)?.
La probabilita che la goccia cada sulla parte nowlarata della
diagonale é data dal rapporto tra la lunghezza degmento AC e la C
lunghezza della meta della diagonale AO . 0 X
Occorre determinare le coordinate del punto C: -1 0 1
{y=(1—x)2 {x=1+x2—2x {x2—3x+1=0
y=Xx — —
Risolvox? —3x+1=10; A=9—-4=5 -
_3-V5 bil B
T Sl Accettabile s 6(3_\/5'3_\/5)
12 =757 3+v5 . 2 7 2 )
Xy == Non accettabile
2 2 2 2
3—-+5 3—+5 2—3++5 V5—1
_ 1->— +(1-"= 2-|——) V2 5
8,)=2C _ B _ _V5-1
PR T a0 VT V2 V2 2

Ma la goccia cade con probabilita del 20%.
Quindi la probabilita che la macchina lasci una g@clungo la parte della diagonale non colorata é :

Vv5—-1 20 V5—-1 v5—-1
= 0/ « = . = ~ 0,
Py = 20% — T o = 1236%.

Pertanto le piastrelle del tipd, che potrebbero essere difettose soWg:= 12,36% - 5000 = 618.

In totale, 1000 mattonelle su 10000 potrebbero resdeettose.

Esame di Stato 2018 - Liceo Scientifico www.mimmocorrado.it 7



