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Punto 1 

La funzione ����  definita e continua nell’intervallo [0,1],  

che soddisfa le condizioni: a , b , c   è:    � = −� + 
 . 
Infatti: 

a) � �0� = 1 ;                    
b) � �1� = 0 ;  
c) 0 < � ��� < 1 ;       0 < −� + 1 < 1 ;         −1 < −� < 1 − 1 ; −1 < −� < 0 ;               1 > � > 0 ;                         0 < � < 1 .     

Il grafico  �  della funzione � = � ���  è rappresentato a lato. 
 

Il grafico simmetrico di  �  rispetto all’asse  �  è colorato in rosso 

La funzione corrispondente è:   � = � + 1 

 

Il grafico simmetrico di  �  rispetto all’asse  � è colorato in azzurro 

La funzione corrispondente è:   � = � − 1 

 

Il grafico simmetrico di  �  rispetto all’Origine  è colorato in verde 

La funzione corrispondente è:   � = −� − 1 
 

Il grafico della curva chiusa  �  è l’unione dei quattro segmenti colorati. 

L’equazione corrispondente è:   � = �−|�| + 1
−|�| − 1�        ��  − 1 ≤ � ≤ 1    ∧     � ≥ 0

��  − 1 ≤ � ≤ 1    ∧     � < 0 

 

 

Punto 2 
 

Consideriamo adesso un disegno più elaborato della funzione  � ��� . 

Consideriamo pertanto, per come suggerito, una funzione polinomiale di 
secondo grado:   � ��� = ��� + �� +   . 

Essa deve soddisfare le condizioni a , b , c , d , e  : 

a) � �0� = 1 ;                     = 1 ; 
b) � �1� = 0 ;                    � + � +  = 0 ; 
d) �! �0� = 0 ;        �! ��� = 2�� + � ;           2� ∙ 0 + � = 0 ;           � = 0 . 

Da queste quattro prime condizioni si ricava la funzione:   ���� = −�� + 1   
 

Verifichiamo adesso la condizione e : “l’area della parte colorata deve essere pari al 55% dell’area dell’intera 
mattonella.  

L’area della parte colorata in azzurro è:   $%&&'(()  = * �−�� + 1� +�,-  =  .− /0
1 + �2-

, =  − ,1 + 1 − 0 =  �1  . 
L’area della mattonella colorata è:  $3)4456788) 9585()4)  =  4 ∙ �1 =  ;1  . 
L’area dell’intera mattonella (colorata e bianca)  è  4 . 

Essendo il rapporto fra le due aree:    
<=>??@ABCC> D@C@E>?><=>??@ABCC> FA?BE> = G0H = �1 ≅ 67 % , la 5a condizione non è verificata.  

Pertanto tale disegno di mattonella è da scartare. 
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Consideriamo adesso, per come suggerito, una funzione polinomiale 
di terzo grado:   � ��� = ��1 + ��� +  � + +  . 

Essa deve soddisfare le condizioni a , b , c , d , e  : 

a) � �0� = 1 ;                    + = 1 ; 
b) � �1� = 0 ;                    � + � +  + + = 0 ; 
c) 0 < � ��� < 1 ; 
d) �! �0� = 0 ;                 �! ��� = 3��� + 2�� +   ;                

                                   3� ∙ 0 + 2� ∙ 0 +  = 0 ;            = 0 . 
�+ = 1                       � + � +  + + = 0 = 0                        �        �

+ = 1               � + � + 1 = 0 = 0               �          �+ = 1           � = −� − 1 = 0            � 
Da queste quattro prime condizioni si ricava la famiglia di funzioni:    ���� = ��1 − �� + 1��� + 1   

 

Consideriamo adesso la quinta condizione: “l’area della parte colorata deve essere pari al 55% dell’area 
dell’intera mattonella.  

$3)4456788) 9585()4)  =  55% ∙ 4 = 55100 ∙ 4 =  115   . 
L’area della parte colorata in azzurro è:   

 $%&&'(()  = * ���1 − �� + 1��� + 1 � +�,-  =  .� /O
H − �� + 1� /0

1 + �2-
, =  � ,H − �� + 1� ,1 + 1 =  

=  14 � − 13 � − 13 + 1 =  23 − 112 � . 
L’area della mattonella colorata è:  $3)4456788) 9585()4)  =  4 ∙ P�1 − ,,� � Q =  ;1 − ,1 � . 
Deve risultare:     

$3)4456788) 9585()4)  =  115  ;             83 − 13 � = 115  ;            40 − 5� = 33 ;              5� = 7 ;              � = 75  . 
Pertanto la funzione richiesta è :    ���� = ST �1 − ,�T �� + 1 

Occorre fare una ulteriore verifica,  la condizione c :    0 < ���� < 1     per   0 < � < 1 . 
Tale verifica scaturisce dallo studio del grafico della funzione ���� . 

La funzione è definita, continua e derivabile  ∀ � ∈ W . 
Interseca gli assi cartesiani nei punti  X �0 ; 1�  e  Y �1 ; 0� . 
Z[\/→^_ `75 �1 − 125 �� + 1a = +∞                       Z[\/→c_ `75 �1 − 125 �� + 1a = −∞ 

�!��� = �,T �� − �HT �  

�!��� = 0 ;          �,T �� − �HT � = 0 ;      21�� − 24� = 0    �, = 0�, = ;S     
�!��� > 0    d�e     � < 0   ∨    � > ;S                                             �!��� < 0      d�e      0 < � < ;S  .  
In   �, = 0   c’è un punto di massimo relativo    ⇒      X �0; 1� . 
In   �� = ;S   c’è un punto di minimo relativo     ⇒      Y P;S ; − ,,�HT Q . 
�!!��� = H�T � − �HT   

�!!��� = 0 ;     425 � − 245 = 0 ;         42� − 24 = 0 ;         � = 47  .                     
�!!��� > 0 ;      � > HS  ;                     �!!��� < 0 ;     � < HS               ⇒       h PHS ; ,,S�HTQ  è un punto di flesso. 
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Dalla rappresentazione grafica della funzione � = � ���   

si deduce che:   0 < ���� < 1     per   0 < � < 1 . 
 

Calcoli: 

� `87a = 75 `87a1 − 125 `87a� + 1 =  75 ∙ 51271 − 125 ∙ 6449 + 1 =  512245 − 768245 + 1 =   512 − 768 + 245245  =  − 11245 . 
� `47a = 75 `47a1 − 125 `47a� + 1  =   75 ∙ 6471 − 125 ∙ 1649 + 1 =   64245 − 192245 + 1 =   64 − 192 + 245245  =  117245 . 
 

 

 

Punto 3 

Consideriamo la prima famiglia di funzioni:   �6��� = 1 − �6  e verifichiamo le tre condizioni: 

Condizione a :   �6�0� = 1 ;         1 − 06 = 1 ;   Verificato 

Condizione b :   �6�1� = 0 ;         1 − 16 = 0 ;   Verificato 

Condizione c :   0 < �6��� < 1    d�e   0 < � < 1 ;    0 < � < 1 ;        0 < �6 < 1 ;       −1 < −�6 < 0 ;        1 − 1 < 1 − �6 < 1 ;        0 < 1 − �6 < 1 ;  Verificato 

Consideriamo la seconda famiglia di funzioni:   jk��� = �
 − ��k  e verifichiamo le tre condizioni: 

Condizione a :   �6�0� = 1 ;         1 − 06 = 1 ;   Verificato 

Condizione b :   �6�1� = 0 ;         1 − 16 = 0 ;   Verificato 

Condizione c :   0 < �6��� < 1    d�e   0 < � < 1 ;    0 < � < 1 ;      −1 < −� < 0 ;       1 − 1 < 1 − � < 1 ;        0 < 1 − � < 1 ;        0 < �1 − ��6 < 1 ;  Verificato 

 

Calcoliamo l’area  l �k�  della parte colorata della mattonella ottenuta dalla famiglia di funzioni  �6��� . 
X �m� = 4 ∙ n �1 − �6 � +�,

-  = 4 ∙ o� − �6^,
m + 1p-

, =  4 ∙ q1 − 16^,
m + 1  −   0r  =  4 ∙ m + 1 − 1m + 1 =  4 mm + 1 . 

Calcoliamo il limite:   Z[\6→ ^_ X �m�  = Z[\6→ ^_  4 mm + 1  =  Z[\6→ ^_ 4 m
m P1 + 1mQ   = Z[\6→ ^_ 4 

 1 + 1m  =  4  . 
 

L’interpretazione geometrica è la seguente: 

“Quando m → +∞,  l’area della parte colorata della mattonella  X �m� → 4 .  Ed essendo l’area dell’intera 
mattonella uguale proprio a 4, la mattonella, per m →  +∞, tende a colorarsi per intera.   

   �T��� = 1 − �T �,-��� = 1 − �,- ��-��� = 1 − ��- 
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Calcoliamo l’area  s �k�  della parte colorata della mattonella ottenuta dalla famiglia di funzioni  �6��� . 
Y �m�   =   4 ∙ n �1 − ��6 +�,

-    =   4 ∙ o− �1 − ��6^,
m + 1 p-

,   =   4 ∙ o− �1 − 1�6^,
m + 1  −   q− �1 − 0�6^,

m + 1 rp   = 

 =  4 ∙ o 0 −   q− �1�6^,
m + 1 rp  =  4 ∙ 1m + 1     =   4m + 1  . 

Calcoliamo il limite:   Z[\6→ ^_ Y �m�  = Z[\6→ ^_  4m + 1  =   0  . 
 

L’interpretazione geometrica è la seguente: 

“Quando m → +∞,  l’area della parte colorata della mattonella  X �m�  tende a scomparire .   

   �T��� = �1 − ��T �,-��� = �1 − ��,- ��-��� = �1 − ���- 
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Punto 4 

Consideriamo la mattonella derivata dalla funzione  X� ��� = 1 − �� . 
Per la simmetria della figura, la probabilità che la goccia cada sulla parte 
non colorata della diagonale è data dal rapporto tra la lunghezza del 
segmento AC e la lunghezza della metà della diagonale AO . 

Occorre determinare le coordinate del punto C: 

t � = 1 − ��� = �             �         u� = 1 − ��−  �        u�� + � − 1 = 0−  � 
Risolvo  �� + � − 1 = 0 ;                 ∆= 1 + 4 = 5   
�,,� = c,±√T� = �, = c,c√T�    z{m �  �||��[Z�

�� = c,^√T�     X  �||��[Z�              ⇒     } P√Tc,�  ;  √Tc,� Q . 

d �X�� = X}~~~~
X�~~~~ =

�q1 − √5 − 12 r� + q1 − √5 − 12 r�

√1� + 1� =
�2 ∙ q2 − √5 + 12 r�

√2 = √2 ∙ �q3 − √52 r�

√2   =  3 − √52  . 
Ma la goccia cade con probabilità del 20%. 

Quindi la probabilità che la macchina lasci una goccia lungo la parte della diagonale non colorata è : 

d%   =   20% ∙ 3 − √52   =   20100 ∙ 3 − √52   =   3 − √510   ≅   7,64% . 
Pertanto le piastrelle del tipo  X�  che potrebbero essere difettose sono:  z% = 7,64% ∙ 5000 = 382 . 

 

 

Consideriamo la mattonella derivata dalla funzione  Y� ��� = �1 − x�� . 
La probabilità che la goccia cada sulla parte non colorata della 
diagonale è data dal rapporto tra la lunghezza del segmento AC e la 
lunghezza della metà della diagonale AO . 

Occorre determinare le coordinate del punto C: 

t� = �1 − ���� = �             �         u� = 1 + �� − 2�−  �        u�� − 3� + 1 = 0−  � 
Risolvo  �� − 3� + 1 = 0 ;                ∆= 9 − 4 = 5   
�,,� = 1±√T� = �, = 1c√T�   X  �||��[Z�        

�� = 1^√T�   z{m �  �||��[Z�       ⇒     } P1c√T�  ;  1c√T� Q . 

d �Y�� = X}~~~~
X�~~~~ =

�q1 − 3 − √52 r� + q1 − 3 − √52 r�

√1� + 1� =
�2 ∙ q2 − 3 + √52 r�

√2 = √2 ∙ �q√5 − 12 r�

√2   =  √5 − 12  . 
Ma la goccia cade con probabilità del 20%. 

Quindi la probabilità che la macchina lasci una goccia lungo la parte della diagonale non colorata è : 

d�   =   20% ∙ √5 − 12   =   20100 ∙ √5 − 12   =   √5 − 110   ≅   12,36% . 
Pertanto le piastrelle del tipo  Y�  che potrebbero essere difettose sono:  z� = 12,36% ∙ 5000 = 618 . 
 

In totale, 1000 mattonelle su 10000 potrebbero essere difettose. 

 


