ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO

Sessione Ordinaria 2017
PROBLEMA 2

Punto 1

La funzione f(x) é continua Vx € R .
La funzione é derivabile Vx #2n+1 , n€Z
La funzione f(x) étaleche —1<f(x)<1.

1l limite lim f(x) = 2
X— +00 v
Infatti:
- non e verificata la definizione di limite infinito per una 1
funzione all’infinito perché la funzione e limitata +eo
-1<f(x) <+1; o X
- non e verificata la definizione di limite finito per una 0 1 3 3 fl 5 r\
funzione all’infinito: —ce
perché se prendiamo un € taleche 0<e<1 11
non si riesce a determinare un valore M > 0
taleche Vx>M f(x)e(l—¢,l+¢)

Infatti per x = +00 la funzione é limitata dalle due funzioni: _ l < @ < l
X X x
- f 1 1
11 limite xl_fToo x 0 Essendo: lim ——=0 e lim ==0
X— + X X—> +0o X
Per il Teorema del Confronto, si ha:  lim @ =0
x>+ X
1l grafico della funzione g(x) = f'(x) nell’intervallo [0, 4] é sotto rappresentato.
La funzione non esiste nei punti x =1 e x = 3 perché in essi la funzione non é derivabile.
¥
1 g————-0 o—0
Y (1 0<x<1vV 3<x<4 0 X
96 =G ={_; 1<x<3 S 7 ] I
1 O @]
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1l grafico della funzione h(x) = fox f(t)dt nell’intervallo [0,4] si ricava effettuando le seguenti
considerazioni sulla funzione f(x) .

¥

B=(1,1)

f(x)

A=l0,0) A1 2 3 4

f(x) é continua in [0 ,4]

X F(x) ¢ derivabile in [0, 4] — {1,3) h (x) é continua e derivabile in [0 ,4] Punti
x = h'(0) = f(0) =0 h(0) = [J f(©)dt =0 A(0; 0)
0<x<1 h(x)=f(x)>0 h(x) é positiva e crescente
x = (1) =f(1) =1 Area =h(1) = [, f(£)dt = 05 B(1; 0,5)
1<x<2 h(x)=f(x)>0 h(x) é positiva e crescente
X = M2)=f2) =0 h(2) = fozf(t) dt =1 (massimo) c2;1
2<x<3 h(x)=f(x)<0 h(x) é positiva e decrescente
3
x=3 R@3) = f3) = -1 h(3) = fo f®)dt = D(3; 0,5)
= [ f®dt+ [ f()dt=1-05=05
3<x<4 hx)=f(x)<0 h(x) é positiva e decrescente
4
x=4 R(4)=f(4)=0 B4) = -[) A E(4; 0)

= P f@dt+ [ F®OdE=1-1=0

La concavita della funzione h(x) si ricava dalle informazioni sulla monotonia della funzione f'(x) .

x f(x) h'"(x)=f'(x) h(x)
0<x<1 y=x h"(x)=f"(x) =+1 Concavita positiva
1<x<3 y=—x+2 h"(x)=f'(x) =—1 | Concavita negativa
3<x<4 y=x+4 h"(x)=f'"(x) =+1 Concavita positiva

Pertanto il grafico della funzione h (x) é il seguente:
v
hix) C=(2,1)
14
D=(3,05)
B=(1,05)

0 E=(4.0) «

0 1 2 3 4 ’

L |:I:II |:|:|
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Punto 2.A
La funzione s(x) = sen (bx) ha periodo %ﬂ con b+0.
Le due funzioni s(x) e f(x) hanno lo stesso periodo se: 27” =4 cioé

Pertanto la funzione s(x) é cosi definita: s(x) = sen G x) :

Punto 2.B

Disegniamo i grafici delle funzioni s(x) e f(x) che rientrano nel quadrato OABC.

Determiniamo le aree delle tre zone in cui resta diviso il quadrato OABC dalle funzioni s(x) e f(x).

_1-1_1 j
T2 T2
N B
1 T 2 (‘m T 1
S; = fosen (Ex)dx—Sg = ;'foz-sen (Ex)dx—z =
_[2 n]11_(2 n1)2 w1
= 7Tcoszxo 5> = — " cos - ——-cos 3 5=
2 1
= - __ S
- 5 3
0 W
2 |:_:| 1
Slzl_(52+53):1__
T
Pertanto le probabilita richieste sono:
2 2 1
I 2 -2 2 1
P(S)) = =1-=~363% P(S,) = == -~ 137% = - =150,0%
1 T 1 T 2
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Punto 3

Disegniamo i grafici delle funzioni s(x)? e f(x)? che rientrano nel quadrato OABC.
Determiniamo le aree delle tre zone in cui resta diviso il quadrato OABC dalle funzioni s(x)? e f(x)?.

~
w
I

1 x31 1 p
Zd = —_— = —
s =[], =5 ‘1

_ E[x_;m () cos (gx)]]: L

1 2 1 2 1
= —[1——-1 ol—-=l0-=-0 1]——:
2 T T 3
_11 10 1 11 1
T2 2 3 2 3 6
1 1 3 1
Ih=1-h-I =1-¢-3=%%3

Pertanto le probabilita richieste sono:

1 1 1
P(T1)=Z=1=500% P(T)=§=1z167% P(Ty) =3 == = 333%
1 2 ’ 2 16 ’ 3 1 )
(*) Calcolodi [ sen® (g x) dx
Utilizzando la formula di integrazione per parti:
[960 @ dr =g -1 - [ g0 f@ dx
g(x) =sen (gx) f'(x) =sen (gx)
Ponendo:
, _m T 2 T
g'(x) = 5 cos (Ex) flx) = —Ecos (Ex)
si ottiene:

fsenz (gx) dx = jsen (gx) - sen (gx) dx =

= —sen (5x)=cos (3x) = [ ~=cos (3x)-Feos (3x)dx =
+

2

N——

Il

|

I
19
Q
S
=

SN
&
S
(%)

SN

I
|
|
Y
aQ
S
=

|
|
|
%)
(0]
S
VN ~ N
TERYIYERIE!
=
N—— N—— N——
(9]
(e}
(%5}
VN /N

SIS

Pertanto:

fsenz (gx) dx = —%-sen (%x)-cos (gx) +x—-[sen2 (gx) dx

Da cui si ricava:

2fsen2 (gx)dx = —%-sen (gx)-cos (gx) + x

[ sen (Gx)ax =3x—2-sen (3x)-cos (32)]
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Punto 4 - Soluzione 1

k2

2

La parabola passante per 0(0;0) e B (1 ; %) ha equazione: h(x) = %x

Infatti: h(x) = [ f(©) dt = [t de = [tz—z]z =2x?

La parabola passante per B, C e D ha equazione: h(x) = — %xz +2x -1

Infarti: h(x) = [If(®Odt = [[f®Odt+[fOdt = hO)+[[@-t)dt =

219X
=212+ [2e - Stfa—ixr—(2-0)] = x4t
2 214 2 2 2 2
Oppure
La parabola passante per i punti O e B ha equazione: y = ax?
Imponendo il passaggio per il punto B si ha: %=a-12; azé = yzéx2
La parabola passante per i punti B, C e D ha equazione: y = ax? + bx + ¢
b
_ZZZ b =—4a - - -
1=4a+2b+c 1=4a+2b+c {1=4a—8a+c {1=—4a+c
l:a+b+c 1=2a+2b+2c 1=2a—8a+2c 1=—-6a+2c
2
{c=1+4a { - {——— {———1
1=-6a+2(1+ 4a) 1=—-6a+2+8a 2a = —1 a=-:
b=—4-(-3)=2
1 1
c=1+4-(-))=-1 = y=-Ix*+2x-1

La funzione h(x) risulta cosi definita:

1
—x? 0<x<1

hx =1 2
—Ex2+2x—1 1<x<3
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Determiniamo il volume della parte inferiore

(

1,0

i

B

\

/0

0<y< %) di questa specie di ciambella.

n

3 Y ~
5) B =(1,05)

D=(305)

==

3 i3 -] Q 2
Determiniamo la funzione inversa di y = %xz
5 x = —,/2y arco di parabola OB’
2y =x°;
x =+,/2y arcodiparabola OB
1 0,5
Vinferiore = Vcitinaro — Vwaschetta = T 32 E - f [f_l(Y)]z dy =
0
9 0,5 P 9 0,5
= —n—n-f [,/2y| dy = —n—n-f 2ydy =
2 0 2 0
9 205 = 9 (1 0) _18-1 17
= gr—m [yt = gr-m- {7 = —3 T = T

Determiniamo il volume della parte superiore ( % <y<l1 ) di questa specie di ciambella.

e

-

B=(1,05) D=(3,0.5)

3 £ 1

0 3

o Lo . 1
Determiniamo la funzione inversa di y = — Exz +2x—1

%x2—2x+1+y=0; x%—4x+2+2y

x1’2:2iw/2_2y;

xX=2-

=0; S=4-2-2y=2-2

2—2y arcodiparabola BC
x=2+,/2-2y arcodiparabola CD

1 _ 2 1 _ 2
VSuperiore = T- [fCD 1(3/)] ’ dy -1 f [fBC 1(3’)] ' dy =
0,5 0,5

1 1
= n-f (2+1/2—2y)2dy —n-f (2—\/2—2y)2dy=
0,5 0,5

- o[ [e+VTm) - - T’

Jor =

1
=n-| [(4+2-2y+4y2-2y)—(4+2-2y-4/2-2y)]dy =
0,5
1
= e[ [ T -2y 4/ T Dy =
0,5

1
= n-| [8/2—-2y]|dy=
0,5
1
Sﬁn-J,/l—ydy= ()
0,5
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_ gm-[_gm]:: avzn:|-2ya-m- (-2 |(1-2) ]| -

2
2 1 8
= 8\2nm--— = -1
3 22 3
3
) s
(9 Calcolodi [T—ydy = —[-1-(1-ypdy = -S4k = -2 /A=y +k.

2

Pertanto il volume del solido di rotazione é:

8 17 32+ 51 83
Vo= VInferiore+VSuperiore = §7T+T7T = 12 T = ETC-

Punto 4 - Soluzione 2

Utilizzando il metodo dei gusci cilindrici si ha:

b
vV = ZH-Lx-[h(x)]dx = 2n-_[()3x-[h(x)]dx = ZH-[-le-[hl(x)]dx + jjx-[hz(x)]dx]

! 3 1
= 2m: fx- x| dx + fx- —=x*+2x—-1 dx] =
[ Jo 2 1 2
1 (! 31 1
= 2m- —-jx3dx + j [——x3+2x2—x dx] =
_2 0 1 2
[ 1 %" x* x3  x?
w3 o]
| 2 (4], 2 4 3 2],
_ 11 181+2279 11+211 _
= a3zt 727 3 2 \' 2142 3 2 B
_ 1+ 81 54 9 1 2 1 _
- st T8 T3 278737 2)|) T
_ 1 [ 81 54 9 [-3+16-—12 _
AR - I - T T il e | K
_ 1 81+54 9 1] _
R AN R I
_ 1+ —243+432—-108—1]) _
B | 24 ] -
_ 1+80 ~
- 4PN e T

=7 {3+80} _ 83
T U2 ST 12
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