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PPRROOBBLLEEMMAA    11  
 
 
PPuunnttoo  11  

La funzione è simmetrica rispetto all’asse y (funzione pari). 

Infatti: 𝑓(−𝑥) = √2 −
௘షೣା ௘ష(షೣ)

ଶ
= √2 −

௘ೣା௘షೣ

ଶ
= 𝑓(𝑥)  . 

La funzione interseca gli assi cartesiani nei punti: 

൝𝑦 = √2 −
𝑒௫ + 𝑒ି௫

2
𝑥 = 0                         

         ൝𝑦 = √2 −
𝑒଴ + 𝑒଴

2
𝑥 = 0                       

           ൝𝑦 = √2 −
1 + 1

2
𝑥 = 0                   

            ൜𝑦 = √2 − 1
𝑥 = 0           

     ⇒    𝑃൫0 ;  √2 − 1൯ 

൝𝑦 = √2 −
𝑒௫ + 𝑒ି௫

2
𝑦 = 0                         

         ൝0 = √2 −
𝑒௫ + 𝑒ି௫

2
𝑦 = 0                        

         ൜𝑒௫ + 𝑒ି௫ = 2√2
𝑦 = 0                   

  

Ponendo 𝑒௫ = 𝑧    si ha: 

𝑧 +
1

𝑧
= 2√2 ;           𝑧ଶ + 1 = 2√2 𝑧 ;           𝑧ଶ − 2√2 𝑧 + 1 = 0 ;         

∆

4
= 2 − 1 = 1 . 

𝑧 ଵ,ଶ = √2 ∓ 1 ;           
𝑒௫ = √2 − 1

𝑒௫ = √2 + 1
          

𝑥 = 𝑙𝑛൫√2 − 1൯ 

𝑥 = 𝑙𝑛൫√2 + 1൯
          ⇒    

𝑄൫𝑙𝑛൫√2 − 1൯ ;  0൯

𝑅൫𝑙𝑛൫√2 + 1൯ ;  0൯
 

 

 
 

 
 

La derivata prima della funzione è:   

𝑓ᇱ(𝑥) = −
𝑒௫ − 𝑒ି௫

2
 

𝑓ᇱ(𝑥) = 0 ;         −
𝑒௫ − 𝑒ି௫

2
= 0 ;        𝑒௫ − 𝑒ି௫ = 0 ;         𝑒௫ = 𝑒ି௫ ;        𝑥 = −𝑥 ;        2𝑥 = 0 ;      𝑥 = 0 . 

𝑓ᇱ(𝑥) > 0 ;        −
𝑒௫ − 𝑒ି௫

2
> 0 ;       𝑒௫ − 𝑒ି௫ < 0 ;         𝑒௫ < 𝑒ି௫ ;        𝑥 < −𝑥 ;        2𝑥 < 0 ;      𝑥 < 0 . 

La funzione è crescente nell’intervallo  ൣ 𝑙𝑛൫√2 − 1൯ , 0 ൧. 

La funzione è decrescente nell’intervallo  ൣ 0 , 𝑙𝑛൫√2 + 1൯ ൧. 

Per  𝑥 = 0   la funzione ha un punto di massimo relativo. 
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PPuunnttoo  22..AA  

La derivata prima è: 

𝑓ᇱ(𝑥) = −
𝑒௫ − 𝑒ି௫

2
 

Il coefficiente angolare della retta tangente alla curva nel punto Q vale: 

𝑚௧ೂ
  =    𝑓ᇱ ቀ𝑙𝑛൫√2 − 1൯ቁ    =    −

𝑒௟௡൫√ଶିଵ൯ − 𝑒ି௟௡൫√ଶିଵ൯

2
  =   −

√2 − 1 −
1

√2 − 1
2

  = 

=    −

2 + 1 − 2√2 − 1

√2 − 1
2

   =    −
2 − 2√2

√2 − 1
∙

1

2
   =    −

1 − √2

√2 − 1
=    −

−൫√2 − 1൯

√2 − 1
  =   +1  . 

 

Il coefficiente angolare della retta tangente alla curva nel punto R vale: 

𝑚௧ೃ
   =     𝑓ᇱ ቀ𝑙𝑛൫√2 + 1൯ቁ    =    −

𝑒௟௡൫√ଶାଵ൯ − 𝑒ି௟௡൫√ଶାଵ൯

2
   =    −

√2 + 1 −
1

√2 + 1
2

   = 

=    −

2 + 1 + 2√2 − 1

√2 + 1
2

   =    −
2 + 2√2

√2 + 1
∙

1

2
   =    −1  . 

Pertanto le tangenti nei punti Q e R sono ortogonali. 

Si conclude che a sinistra e a destra dei punti di non derivabilità i tratti del grafico sono ortogonali. 
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PPuunnttoo  22..BB  

La lunghezza di una gobba è: 

න ඥ1 + [𝑓ᇱ(𝑥)]ଶ
ା௔

ି௔

 𝑑𝑥  =    න ඨ1 + ൤−
𝑒௫ − 𝑒ି௫

2
൨

ଶ௟௡൫√ଶାଵ൯

௟௡൫√ଶିଵ൯

 𝑑𝑥       

Calcoliamo l’integrale per sostituzione: 

Ponendo 𝑒௫ = 𝑡      si ha   𝑥 = 𝑙𝑛 𝑡      

Calcoliamo il differenziale:  𝑑𝑥 =
ଵ

௧
𝑑𝑡 . 

Determiniamo i valori della variabile t negli estremi di integrazione: 

Per  𝑥 = 𝑙𝑛൫√2 − 1൯             →                   𝑥 = 𝑙𝑛 𝑡 ;           𝑙𝑛൫√2 − 1൯ = 𝑙𝑛 𝑡 ;           𝑡 = √2 − 1 . 

Per  𝑥 = 𝑙𝑛൫√2 + 1൯             →                   𝑥 = 𝑙𝑛 𝑡 ;           𝑙𝑛൫√2 + 1൯ = 𝑙𝑛 𝑡 ;           𝑡 = √2 + 1 . 

Effettuando le sostituzioni si ottiene: 

න ඨ1 + ൤−
𝑒௫ − 𝑒ି௫

2
൨

ଶ௟௡൫√ଶାଵ൯

௟௡൫√ଶିଵ൯

 𝑑𝑥  =    න ඩ1 + ቎−
𝑡 −

1
𝑡

2
቏

ଶ

∙  
1

𝑡
𝑑𝑡

√ଶାଵ 

√ଶିଵ 

 = 

=    න ඨ1 + ቈ−
𝑡ଶ − 1

2𝑡
቉

ଶ

∙  
1

𝑡
𝑑𝑡

√ଶାଵ 

√ଶିଵ 

  =    න ඨ1 +
(𝑡ଶ − 1)ଶ

4𝑡ଶ
∙  

1

𝑡
𝑑𝑡  =

√ଶାଵ 

√ଶିଵ 

  

=    න ඨ
4𝑡ଶ + 𝑡ସ + 1 − 2𝑡ଶ

4𝑡ଶ
∙  

1

𝑡
𝑑𝑡

√ଶାଵ 

√ଶିଵ 

  =    න ඨ
2𝑡ଶ + 𝑡ସ + 1

4𝑡ଶ
∙  

1

𝑡
𝑑𝑡

√ଶାଵ 

√ଶିଵ 

  =    

=    න ඨ
(𝑡ଶ + 1)ଶ

4𝑡ଶ
∙  

1

𝑡
𝑑𝑡

√ଶାଵ 

√ଶିଵ 

   =    න
𝑡ଶ + 1

2𝑡
∙  

1

𝑡
𝑑𝑡

√ଶାଵ 

√ଶିଵ 

  =    

=    
1

2
∙ න

𝑡ଶ + 1

𝑡ଶ
∙ 𝑑𝑡

√ଶାଵ 

√ଶିଵ 

  =    
1

2
∙ න ൤1 +

1

𝑡ଶ
൨ ∙ 𝑑𝑡

√ଶାଵ 

√ଶିଵ 

  =    

=    
1

2
∙ න [1 + 𝑡ିଶ] ∙ 𝑑𝑡

√ଶାଵ 

√ଶିଵ 

  =    
1

2
∙ ቈ𝑡 +

𝑡ିଶାଵ

−2 + 1
቉

√ଶିଵ

√ଶାଵ

   

=    
1

2
∙ [𝑡 − 𝑡ିଵ]

√ଶିଵ
√ଶାଵ   =    

1

2
∙ ൤𝑡 −

1

𝑡
൨

√ଶିଵ

√ଶାଵ

  =   

=  
1

2
∙ ൤൬√2 + 1 −

1

√2 + 1
൰ − ൬√2 − 1 −

1

√2 − 1
൰൨   = 

=    
1

2
∙ ൤√2 + 1 −

1

√2 + 1
− √2 + 1 +

1

√2 − 1
൨   = 

=    
1

2
∙ ൤−

1

√2 + 1
+

1

√2 − 1
+ 2൨  = 

=    
1

2
∙ ቈ

−√2 + 1 + √2 + 1

൫√2 + 1൯ ∙ ൫√2 − 1൯
+ 2቉   = 

=    
1

2
∙ ൤

2

2 − 1
+ 2൨   =    

1

2
∙ [2 + 2]   =    2  . 

La lunghezza della gobba è uguale alla lunghezza del lato della ruota quadrata. 
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PPuunnttoo  33..AA  

 

Dalla similitudine dei triangoli ACL  e  ALM  si ha:  
𝐴𝐿തതതത

 𝐶𝐿തതതത 
=

𝐿𝑀തതതത

 𝐴𝑀തതതതത 
 

Ma 
𝐿𝑀തതതത

 𝐴𝑀തതതതത 
= 𝑓ᇱ(𝑥) = −

𝑒௫ − 𝑒ି௫

2
 

Pertanto  
𝐴𝐿തതതത

 𝐶𝐿തതതത 
= −

𝑒௫ − 𝑒ି௫

2
 

Ma 𝐶𝐿തതതത = 1 

Quindi  𝐴𝐿തതതത = −
𝑒௫ − 𝑒ି௫

2
 

Applicando il Teorema di Pitagora al triangolo rettangolo ACL si ottiene: 

𝐴𝐶തതതത   =   ඥ𝐴𝐿തതതതଶ + 𝐶𝐿തതതതଶ   =   ඨ൬−
𝑒௫ − 𝑒ି௫

2
൰

ଶ

+ 1ଶ    =    
ඩቀ𝑒௫ −

1
𝑒௫ቁ

ଶ

4
+ 1   =    

ඩ൬
𝑒ଶ௫ − 1

𝑒௫ ൰
ଶ

4
+ 1   = 

=   
ඨ

(𝑒ଶ௫ − 1)ଶ

𝑒ଶ௫

4
+ 1   =   

ඨ
𝑒ସ௫ + 1 − 2𝑒ଶ௫

𝑒ଶ௫

4
+ 1   =    ඨ

𝑒ସ௫ + 1 − 2𝑒ଶ௫

4𝑒ଶ௫
+ 1   = 

=   ඨ
𝑒ସ௫ + 1 − 2𝑒ଶ௫ + 4𝑒ଶ௫

4𝑒ଶ௫
   =    ඨ

𝑒ସ௫ + 1 + 2𝑒ଶ௫

4𝑒ଶ௫
   =   ඨ

(𝑒ଶ௫ + 1)ଶ

4𝑒ଶ௫
 =   

𝑒ଶ௫ + 1

2𝑒௫
  .  

Pertanto il valore dell’ordina d del centro della ruota vale: 

𝑑   =    𝐴𝐶തതതത + 𝑓(𝑥)    =    
𝑒ଶ௫ + 1

2𝑒௫
+ √2 −

𝑒௫ + 𝑒ି௫

2
   = 

=    √2 +
𝑒ଶ௫ + 1 − 𝑒௫ ∙ (𝑒௫ − 𝑒ି௫)

2𝑒௫
= √2 +

𝑒ଶ௫ + 1 − 𝑒ଶ௫ − 1

2𝑒௫
= √2  . 
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PPuunnttoo  44  

Il poligono in questione è un esagono regolare.  

 
Infatti a sinistra e a destra dei punti di non derivabilità i tratti del grafico formano angoli di 120°. 

  
 

A tal proposito la derivata prima è: 

𝑓ᇱ(𝑥) = −
𝑒௫ − 𝑒ି௫

2
 

Il coefficiente angolare della retta tangente alla curva nel punto Q vale: 

𝑚௧ೂ
  =    𝑓ᇱ ൬−

𝑙𝑛 3

2
൰    =    −

𝑒ି 
௟௡ ଷ

ଶ − 𝑒
௟௡ ଷ

ଶ

2
   =    −

𝑒ି௟௡ √ଷ − 𝑒௟௡ √ଷ

2
   =    −

𝑒
௟௡ 

ଵ

√ଷ − 𝑒௟௡ √ଷ

2
  = 

=    −

1

√3
− √3

2
   =    −

1 − 3

√3
2

   =    
2

√3
∙

1

2
   =    

1

√3
   =    

√3

3
    . 

Il coefficiente angolare della retta tangente alla curva nel punto R vale: 

𝑚௧ೃ
  =    𝑓ᇱ ൬

𝑙𝑛 3

2
൰    =    −

𝑒  
௟௡ ଷ

ଶ − 𝑒ି
௟௡ ଷ

ଶ

2
   =    −

𝑒௟௡ √ଷ − 𝑒ି௟௡ √ଷ

2
   =    −

𝑒௟௡ √ଷ − 𝑒
௟௡ 

ଵ

√ଷ

2
  = 

=    −
√3 −

1

√3
2

   =    −

3 − 1

√3
2

   =   −
2

√3
∙

1

2
   =   −

1

√3
   =   −

√3

3
    . 

Ricordando che:  𝑡𝑔 30° =
√ଷ

ଷ
   e   𝑡𝑔 150° = −

√ଷ

ଷ
  , 

si conclude che a sinistra e a destra dei punti di non derivabilità i tratti del grafico formano angoli di 120°. 
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La lunghezza di una gobba è: 

න ඥ1 + [𝑓ᇱ(𝑥)]ଶ
ା௔

ି௔

 𝑑𝑥  =    න ඨ1 + ൤−
𝑒௫ − 𝑒ି௫

2
൨

ଶ
௟௡ ଷ

ଶ

ି
௟௡ ଷ

ଶ

 𝑑𝑥 =    න ඨ1 + ൤−
𝑒௫ − 𝑒ି௫

2
൨

ଶ௟௡√ଷ

ି௟௡√ଷ

 𝑑𝑥      

Calcoliamo l’integrale per sostituzione: 

Ponendo 𝑒௫ = 𝑡      si ha   𝑥 = 𝑙𝑛 𝑡      

Calcoliamo il differenziale:  𝑑𝑥 =
ଵ

௧
𝑑𝑡 . 

Determiniamo i valori della variabile t negli estremi di integrazione: 

Per  𝑥 = −𝑙𝑛 √3 = 𝑙𝑛 
ଵ

√ଷ
             →                   𝑥 = 𝑙𝑛 𝑡 ;         𝑙𝑛 

ଵ

√ଷ
= 𝑙𝑛 𝑡 ;           𝑡 =

ଵ

√ଷ
 . 

Per  𝑥 = 𝑙𝑛 √3                                 →                   𝑥 = 𝑙𝑛 𝑡 ;         𝑙𝑛 √3 = 𝑙𝑛 𝑡 ;          𝑡 = √3 . 

Effettuando le sostituzioni si ottiene: 

න ඨ1 + ൤−
𝑒௫ − 𝑒ି௫

2
൨

ଶ௟௡√ଷ

ି௟௡√ଷ

 𝑑𝑥  =    න ඩ1 + ቎−
𝑡 −

1
𝑡

2
቏

ଶ

∙  
1

𝑡
𝑑𝑡

√ଷ 

ଵ

√ଷ
 

 = 

=    න ඨ1 + ቈ−
𝑡ଶ − 1

2𝑡
቉

ଶ

∙  
1

𝑡
𝑑𝑡

√ଷ 

ଵ

√ଷ
 

  =    න ඨ1 +
(𝑡ଶ − 1)ଶ

4𝑡ଶ
∙  

1

𝑡
𝑑𝑡  =

√ଷ 

ଵ

√ଷ
 

  

=    න ඨ
4𝑡ଶ + 𝑡ସ + 1 − 2𝑡ଶ

4𝑡ଶ
∙  

1

𝑡
𝑑𝑡

√ଷ 

ଵ

√ଷ
 

  =    න ඨ
2𝑡ଶ + 𝑡ସ + 1

4𝑡ଶ
∙  

1

𝑡
𝑑𝑡

√ଷ 

ଵ

√ଷ
 

  =    

=    න ඨ
(𝑡ଶ + 1)ଶ

4𝑡ଶ
∙  

1

𝑡
𝑑𝑡

√ଷ 

ଵ

√ଷ
 

   =    න
𝑡ଶ + 1

2𝑡
∙  

1

𝑡
𝑑𝑡

√ଷ 

ଵ

√ଷ
 

  =    

=    
1

2
∙ න

𝑡ଶ + 1

𝑡ଶ
∙ 𝑑𝑡

√ଷ 

ଵ

√ଷ
 

  =    
1

2
∙ න ൤1 +

1

𝑡ଶ
൨ ∙ 𝑑𝑡

√ଷ 

ଵ

√ଷ
 

  =    

=    
1

2
∙ න [1 + 𝑡ିଶ] ∙ 𝑑𝑡

√ଷ 

ଵ

√ଷ
 

  =    
1

2
∙ ቈ𝑡 +

𝑡ିଶାଵ

−2 + 1
቉

ଵ

√ଷ

√ଷ

   

=    
1

2
∙ [𝑡 − 𝑡ିଵ] ଵ

√ଷ

√ଷ   =    
1

2
∙ ൤𝑡 −

1

𝑡
൨

ଵ

√ଷ

√ଷ

  =   

=  
1

2
∙ ൤൬√3 −

1

√3
൰ − ൬

1

√3
− √3൰൨   = 

=  
1

2
∙ ൤√3 −

1

√3
−

1

√3
+ √3൨   = 

=  
1

2
∙ ൤

3 − 1 − 1 + 3

√3
൨   = 

=  
1

2
∙ ൤

4

√3
൨   =

2

√3
  . 

 

La lunghezza della gobba deve essere uguale alla lunghezza del lato della ruota esagonale. 
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Affinchè si abbia la sensazione di un rotolamento di una ruota circolare su una superficie piana, occorre che 
il valore dell’ordina del centro della ruota sia costante durante il moto. 

 

Dalla similitudine dei triangoli ACL  e  ALM  si ha: 
𝐴𝐿തതതത

 𝐶𝐿തതതത 
=

𝐿𝑀തതതത

 𝐴𝑀തതതതത 
 

ma 
𝐿𝑀തതതത

 𝐴𝑀തതതതത 
= 𝑓ᇱ(𝑥) = −

𝑒௫ − 𝑒ି௫

2
 

Pertanto  
𝐴𝐿തതതത

 𝐶𝐿തതതത 
= −

𝑒௫ − 𝑒ି௫

2
 

Essendo 𝐶𝐸തതതത = 𝐷𝐸തതതത =  
2

√3
    

Si ha 𝐶𝐿തതതത = 𝐶𝐸തതതത  ∙ 𝑠𝑒𝑛 60° =
2

√3
∙

√3

2
= 1 

Quindi  𝐴𝐿തതതത = −
𝑒௫ − 𝑒ି௫

2
 

Applicando il Teorema di Pitagora al triangolo rettangolo ACL si ottiene: 

𝐴𝐶തതതത   =   ඥ𝐴𝐿തതതത ଶ + 𝐶𝐿തതതത ଶ   =   ඨ൬−
𝑒௫ − 𝑒ି௫

2
൰

ଶ

+ 1ଶ   =   ඨ൬−
𝑒௫ − 𝑒ି௫

2
൰

ଶ

+ 1ଶ   =   ඨ൬−
𝑒௫ − 𝑒ି௫

2
൰

ଶ

+ 1  = 

=   
ඩቀ𝑒௫ −

1
𝑒௫ቁ

ଶ

4
+ 1   =   

ඩ൬
𝑒ଶ௫ − 1

𝑒௫ ൰
ଶ

4
+ 1   =   

ඨ
(𝑒ଶ௫ − 1)ଶ

𝑒ଶ௫

4
+ 1   =   

ඨ
𝑒ସ௫ + 1 − 2𝑒ଶ௫

𝑒ଶ௫

4
+ 1 

=   ඨ
𝑒ସ௫ + 1 − 2𝑒ଶ௫

4𝑒ଶ௫
+ 1   =   ඨ

𝑒ସ௫ + 1 − 2𝑒ଶ௫ + 4𝑒ଶ௫

4𝑒ଶ௫
  =   ඨ

𝑒ସ௫ + 1 + 2𝑒ଶ௫

4𝑒ଶ௫
  =   ඨ

(𝑒ଶ௫ + 1)ଶ

4𝑒ଶ௫
= 

 =
𝑒ଶ௫ + 1

2𝑒௫
 .  

Pertanto il valore dell’ordina d del centro della ruota vale: 

𝑑 = 𝐴𝐶തതതത + 𝑓(𝑥) =
𝑒ଶ௫ + 1

2𝑒௫
+

2

√3
−

𝑒௫ + 𝑒ି௫

2
= 

=    
2

√3
+

𝑒ଶ௫ + 1 − 𝑒௫ ∙ (𝑒௫ − 𝑒ି௫)

2𝑒௫
=

2

√3
+

𝑒ଶ௫ + 1 − 𝑒ଶ௫ − 1

2𝑒௫
=

2

√3
  . 


