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Problema 1

PROBLEMA 1

Sia g(x) una funzione continua sull’intervallo 4
chiuso [— 4,6], Il grafico di g(x), disegnato a lato,

passa per i punti A(=4;0), 0(0;0), B(2;2), C(4;2), 2 B 2

D (6; U) ¢ consiste della semicirconferenza di diametro /’—\
AQO, dell’arco, quarto di circonferenza, di estremi O e & olo ‘ . o

B, del segmento BC ¢ dell’arco CD di una parabola
avente per asse di simmetria I'asse x.
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1. Si dica, giustificando la risposta, se g(x) ¢
derivabile ne1 punti A, O, B, C, D.

v

2. Posto f(x)=jg(t)d£,sicalcolino: f(=4), 1(0), 7)., 72), r(4), r(6).

—4

J

Per quali valon di xe[— 4, 6], f(x) ¢ positiva, negativa o nulla? E per quali x ¢& positiva,
negativa o nulla la funzione derivata seconda /™ (x)?

4. La funzione f(x) presenta un massimo ¢ un minimo assoluti? Qual ¢ 'andamento di f{(x).

Punto 1

—V—x2% — 4x se —4<x<0

, . . . N )V —x? + 4x se 0<x<2
L’espressione analitica della funziogéx) ¢ g(x) = 5 se 2<x<4

V=2x ¥ 12 se 4<x<6
Infatti:

La circonferenza di diametro AO ha equazione:
+y—x2—4x se y=0

_J—xz_4x Se¥y<0

Pertanto, la semicirconferenza di diametro AO, péisi trova nel semipianp < 0 , ha equazioney = —V—x? — 4x .
La circonferenza passante per O e B e centr@ji®) ha equazione:

(x+2)%+ (y—0)?=2%; x2+4+4x+y2=4; y=$\/—x2—4x={

+y—x2+4x se y=0
_m se y<O0
Pertanto, il quarto di circonferenza passante pee 8 e centro if2; 0) ha equazioney = +vV—x2 + 4x.

Il segmento BC appartiene alla retta di equazioge= 2 .

Infine, la parabola con asse di simmetria 'asdgaxequazione del tipa = ay? + by + ¢

Sfruttando le informazioni che si hanno su di essatiene:

(x—2)2+ (y—0)? =22; x2+4—4x+y?=4; y=$\/—x2+4x={

b =

2 _y b=0 b=0 b=0 1

2a c=6 _ 2
6=a-0°4+b-0+ ¢ C=6b c=6 1 = x—_zy + 6
_ 4 =4a+2b+ 4=14a+6 a=——
4=q-2°4+b-2+ ¢ @ ¢ @ 2

Da cui si ricava I'espressioney? = —2x + 12;

— +V—2x+12 se y=0
- FV 2 F 2=
Y —V=2x+12 se y<0
Pertanto, I'arco di parabol&D ha equazioney = +v—2x + 12.
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X2 se —4<x<0

V—x2—4x
-x+2
. . o , Narrer: se O0<x<2
La funzione derivata prima é: g'(x) =1
0 se 2<x<4
S - 4<x<6
\ V=2x+12 se x
Infatti:
AT AT = T4 x+2 o7 LAy — _C2x+4  —x+2
D( x 4x) 2V-xZ2-ax V-xZ2-ax D( x +4x) 2V=x2+4x  V—x2+4x
s -2 -1
D( —2x+ 12) T 2V=2x+12  —2x+12
La funzioneg(x) non & derivabile nel punto A. Infatti: lim ———t2
. : ———=—
a funzioneg(x) non & derivabile nel punto A. Infatti x_)lﬁ+m
La funzioneg(x) non & derivabile nel punto O. . x+2 . —x+2
; . lim ———==+® e lim ———=+4+
Flesso a tangente verticale. Infatti: x> 0"y Zx2 Z 4x x5 0% /%2 + 4x
—x+2
La funzioneg(x) é derivabile nel punto B. Infatti: lim ————== e lim 0=0
x>27 N —x2 + 4x x-2*
La funzioneg(x) non é derivabile nel punto C. lim 0 =0 . lim — 1 _ 1
Punto angoloso. Infatti: x4 xsat [ 2x 412 2
1
La funzioneg(x) non é derivabile nel punto D. Infatti: lim ——————== —o0
96 P xX- 67 —2x+12

A questo quesito si poteva rispondere anche pegewmnetrica. Infatti:
- Nei punti A e O la funzione non é derivabile perehtangenti alla curva in questi punti sono pergieolari ai raggi
passanti per A e O, e quindi verticali.
- Nel punto D la funzione non & derivabile perchéalegente alla parabola nel vertice D e perpendicelall’asse (x).
- Nel punto B la funzione & derivabile perché: (aisdira di B) la tangente all'arco di circonferenzaB e
perpendicolare al raggio passante per B, e quindzamntalem,- = 0; (a destra di B) la tangente al segmento
orizzontale BC ¢ la retta orizzontale BC, e quimgi = 0.

- Nel punto C la funzione non e derivabile perchésimistra di C, m,- = 0, mentre a destran,+ = —% (infatti,
applicando le formule di sdoppiamento, I'equazioledia tangente alla parabola nel punto C é;r—4 = —%Zy +6

x+4=-2y+12; 2y=-x+8; y=--x+4.
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Punto 2

X

Consideriamo la funzione  f(x) = J g(t) dt
-4
-4

f(—4) = J gt)ydt=0 perché gli estremi di integrazione coincidono.

-4

0 1 perché rappresenta I'area della semicirconferenizdi@metro AO, presa con

— = — 722 = _ '

f(0) = f_49(t) dt = 2 2% =—2m segno negativo perché si trova nel semipiano negatélle y.

1 0 1
f( =f4g(t) dt=J4g(t) dt+Jo g dt=—2n+<zn—\/—§>=—in—\/—§.

- _ 3 2 3 2
Infatti, 'area del triangolo mistilineo si puo @mere come differenza fra l'aree 2
del settore circolare OPA e l'area del triangoletrangolo PHA: P
____ HA 1 _
cos PAH = — ; cos PAH = —; PAH = 60°.
PA 2

- — — 14
PH = /PA2 —HA%2 =422 -12=+3 . 7 2

L 1 1 )
Jg(t)dt =S+ —-Ss = -mnr’?’-=-HA-PH =

0 0AP  PHA 6 2 1
102 14,3 =2 2, _¥3 0 60°\| A
e 2 2 143 = 3T 0 H1 2

2 0 2
f(2) = f4g(t) dt = J4g(t) dt +Jo glydt=-2n+mn=-m.

4 2 4
f(4)=f4g(t)dt=J4g(t)dt+Lg(t)dt=—rt+22=—rt+4.

20

6 4 6
f(6)=f4g(t)dt=f4g(t)dt+£g(t)dt=—7T+4+§-22=—7T+?.

Infatti, f:g(t) dt rappresenta I'area del segmento parabolico inseral quadrato di vertici C e D e lato 2.
Quindi per il T. di Archimede: [, g(t) dt = 2-2% =2,
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Punto 3.a
Sapendo che:
f2Q)=—m<0 e f(A)=-nm+4>0,

per il teorema di Bolzano (Esistenza degli zer
esiste un punta € ]2,4[ tale chef(c) =0.

Ma f(c) = f(2) + Sigrs

con Sygrg = 1G 1B = (xg —2) - 2
Quindi, si ha che:

fl©)=0;

f(2)+ Sirs =0;

-+ (x—2)2=0;
2xc=4+m;

xG=2+§.

H

Area di BFGI=3.15

2 G 4

Oppure con un semplice ragionamento, il pufitdeve trovarsi in una posizione tale che l'area @#tangolo IGFB sia
uguale arr. Siccome I'altezza di tale rettangolo misura Z)a@iche la baséG = g E quindic =2 + %

Analizzando i dati fin qui trovati:
La funzione continug(x) :

nel punto x = —4 e nulla f(-4)=0
nell'intervallo ]—4,0[ decresce perché la sua derivata & negativa [ f'(x) = g(x) <0 ]
nel punto x = -2 vale f(=2)=—-m
nel punto x =0 vale f(0) =—-2r [Minimo assoluto]
nell'intervallo ]0, 6] cresce perché la sua derivata € positiva [ f'(x) = g(x) >0 ]
In particolare
nel punto x = 2 vale f2)=—-n
nel punto x = 2+~ é nulla f(2 +§)=0
nel punto x = 4 vale fA)=-n+4
nel punto x = 6 vale f(6) =—m+ ? [Massimo assoluto]

Riassumendo:
La funzionef(x) siannullainx=—4 e x=2 +§

La funzionef(x) € negativa per—4 < x < 2 +§

La funzionef(x) e positiva per2 + g <x<6
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Punto 3.b

Osserviamo chef'(x) = g(x) .

Per il teorema fondamentale del calcolo integrgl&(x) = g'(x) .
Esaminando il grafico della funzioggx), ricaviamo che:

nellintervallo ]—4,-2[ |f"(x) = g'(x) <0 (concavita negativa) perchg(x) & decrescente

nel puntox = -2 f'(=2)=g'(-2)=0 perché inx = —2 la tangente & orizzontale

nellintervallo ]-2,0[ |f"(x) =g'(x) >0 (concavita positiva)| perchg(x) é crescente

nell'intervallo ]0, 2[ f"(x) =g'(x) >0 (concavita positiva) | perchg(x) é crescente
nell'intervallo [2,4[ f"(x)=g'(x) =0 (linearetta) perchég(x) e costante
nellintervallo 14, 6[ f"(x) =g'(x) <0 (concavita negativa) perchg(x) é decrescente

Riassumendo:

La funzionef"(x) siannullaperx=-2 Vv 2<x<4

La funzionef(x) é negativaper—4<x<-2 V 4<x<6
La funzionef(x) e positivaper-2<x<0 Vv 0<x<2

Punto 4

La funzionef(x) é continua nell'intervallo chiusp-4; 6].

Pertanto, per il teorema di Weierstraggyx) ha in questo intervalllo un massimo assoluto enummo assoluto.
[l minimo assoluto sihain x =0 e valg(0) = —2r .

. . . 20
Il massimo assoluto si hain x=6 e vaf6) = —m + 5

Dai dati ottenuti nel punto 3.a, si ricava il gredi della funziong (x) .
T (6, 3.53)

(4, 0.86)

[8) ]
Oy

(-2,53.14)
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