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Problema 1

Una funzione f(x) e definita e derivabile. insieme alle sue derivate prima e seconda, in [0. + oo [

e nella figura sono disegnati 1 graficil” e A di f(x) e della sua derivata seconda f''(x).La tangente

a T nel suo punto di flesso, di coordinate (2:4). passa per (0:0). mentre le rette y=8 e y =0 sono

asintoti orizzontali per I e A. rispettivamente.

1) Si dimostri che la funzione f'(x), ovvero la derivata
prima di f(x), ha un massimo e se ne determinino le

coordinate. Sapendo che per ogni x del dominio é:
f"(x)< f'(x) < f(x). qual & un possibile andamento .
di f'(x)?

2) Si supponga che f(x) costituisca. ovviamente in
opportune unita di misura, il modello di crescita di un
certo tipo di popolazione. Quali informazioni sulla sua
evoluzione si possono dedurre dai grafici in figura e in

particolare dal fatto che I presenta un asintoto R N
orizzontale e un punto di flesso?

a . .
——— -siproviche a=8 e b=2.
—X
l+e

4) Nell'ipotesi del punto 3). si calcoli 1’area della regione di piano delimitata da A e dall’asse x
sull'intervallo [0. 2] :

3) SeT eil grafico della funzione f(x)=

Punto 1

Dall’analisi del grafico della derivata seconda e dall’informazione che la funzione T ha un flesso in F (2 ;4) si ha che:
fi2)=o0 fo9x)>0 vxe€(0,2) fI(x) <0 Vx€ (2, +»)

Ricordiamo che la derivata seconda non é altro che la derivata della derivata prima. Pertanto:

FHf=0 in x=2 FDHIx)>0 vxe(0,2) FDHIx) <0 Vx € (2,+x)

fi(x) écostantein x = 2 f1 écrescente Vx € (0,2) f1édecrescente Vx € (2,+0o0)

Cio equivale a dire che la funzione derivata prima f'(x) ha un massimo relativo in x = 2.
Per determinare I'ordinata del punto di massimo relativo sfruttiamo I’altra informazione:
“la tangente nel punto di flesso F (2 ; 4) passa per 0(0;0) “

Questa indicazione ci permette di calcolare, mediante la formula della retta per due punti, I'equazione della retta
tangente ad f(x). Tale tangente ha equazione y = 2x con coefficiente angolare m; = 2.
Avendo determinato il coefficiente angolare della retta tangente m, = 2, possiamo concludere che: f1(2) = 2.

In definitiva, le coordinate del punto di massimo della funzione derivata prima f'(x) sono: (2;2).

L’informazione: Vx € I.D. f”(x) <f I(x) < f(x) indica che il grafico della derivata prima f!(x) & compreso tra i
grafici della derivata seconda e della funzione f(x) . Inoltre:

y=0 éun

asintoto a

destra della
funzione f!(x)

La funzione per x = +o

. lead s xETmf(x) =8 o tendeadunandamento < xl_llnoo flx) =0
orizzontale a destra parallelo allasse x

y =8 asintoto
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Pertanto un possibile andamento della funzione derivata prima é il seqguente:

h

31y

Punto 2

Dall’esame del grafico della funzione T' che rappresenta il modello di crescita di una data popolazione si ha:

f(x) e strettamente crescente Vx € (0,+0) =
f(x) ha un asintoto

S
orizzontale a destrainy = 8
La presenza del punto di flesso in F (2 ; 4) =

Nota

La popolazione é in continua crescita

La popolazione, in continua crescita, non oltrepassa il valore
limite di 8 unita (milioni, miliardi, ecc. di individui).
La crescita avviene con ritmi diversi:

nell’intervallo (0,2) il ritmo di crescita aumenta fino ad
arrivare al suo massimo valore nel punto x = 2;

nell”’intervallo (2,+0) il ritmo di crescita rallenta
indefinitivamente .

La velocita di crescita della popolazione nel tempo x é rappresentata dalla derivata prima della funzione f(x)

Punto 3
. a
Essendo la retta y = 8 ['asintoto a destra della I', deve risultare: xl_l)trnmm =8
che L S i ha che a = 8
Poiché xitrnoo T4 ebx a sihachea =
Pertanto la funzione da determinare assume la forma f(x) = %
_g8.(—pb—x b—x
La cui derivata é:  fI(x) = & (e 2) =% >
(1+eb—x) (1+eb—x)
Sfruttiamo poi I'informazione f1(2) = 2 :
8eb—2 2
—_———=2; 8el2 =2-(1+eb2)"; 8eb—2
(1 + eb—2)2 ( )
=2-(1+ e2b=2 4 2¢b72);
8eb=2 = 2 4 22(=2) 4 geb-2, 22(-2) _geb-2 4 2 = ; e2(=2) _2eb=2 4 1 = (;
(e?2-1)2=0; e’ —1=0; el"2=1; b—2=0; b=2.
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Punto 4

L’area della regione di piano delimitata da A e dall’asse x sull’intervallo [ 2,0 ] é data da:

2 ) ge2—x 1 ge2—2 ge2-0
_ 11 _ I _ _ _ _
S = fo () dx [f (x)]o a+ eZ—x)Z]O (A+er 22 (1 +e9)2
3 8 8e? _ 8e? ~ 116
T A+ (1+er)?2 (1+e22z — 77
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