Successioni

Una successione di numeri Reali € una funzione f : N —— R che associa ad ogni numero naturale un
numero Reale.

Esempio: f:N —R

n —— f(n) = 7 al posto di scrivere f(n) = 1 si usa scrivere a,, = 1
n n n

Definizioni
L’insieme dei valori che assume a, si chiama sostegno o immagine della successione .
Una successione a, € limitata se il suo sostegno S ¢ limitato, cioe se: 3k >0 t. c. |ap|<k VneN.

Una successione a,, € limitata superiormente se il suo sostegno S e limitato superiormente , cioe se:
dk>0 t.c. an <k VneN.

Una successione a, € limitata inferiormente se il suo sostegno S ¢ limitato inferiormente cioé se:
dk>0 t.c. k<ap VneN.

Se la successione a, non é limitata superiormente, si scrive supa, =+

Se la successione a, non é limitata inferiormente , si scrive supa,, = —©

Successioni Monotone
Le seguenti successioni sono monotone:

(an € una successione crescente) < la, < a,,q Vne N)
(ap € una successione strettamente crescente) < (an <a,. 4 Vne N)
(ap € una successione decrescente) & (an a,,q Vne N)
(ap € una successione strettamente decrescente) < ( a,,q Vne N)
Definizioni di limite
U.na. successione an | ( im a, =L J_FOO) - v.e >0 3Jv t.c. Vn>v
si dice convergente n—-+0 sihache |ap-L|<¢

lim a, =+

j N Vk>0 3v t.c. Vn>v
n—+w0

Una successione ap si dice - (
sihache ap >k

divergente positivamente

Una successione ap Si d/ceJ o ( im a, = _ooj PN Vk>0 3v t.c. Vn >vj
n—+o

divergente negativamente si hache ap<-k

U_na. successione an - ( im a, oo) o (VK > 0 3v t.c. Vn>v
Si dice divergente n—>+o0 Si ha che |ap|>k
Definizioni

(Una successione ap, si dice infinitesima) = ( lim a, = Oj
n—+w

(Una successione ap Si dice regolare) = (Esiste lim a, = Oj
n—+o0
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Teoremi

(Se ap & una successione convergente)

Se ap € una successione
divergente positivamente

Se ap € una successione
divergente negativamente

Definizioni

Date due successioni a, e by :
Si chiama successione somma la successione a, + by, cosi definita: a;+b; , ay+bp , ag+bs , ....
Si chiama successione prodotto la successione ap - b, cosi definita: a;.b; , ay . by , a3« b3 |

( an e limitata)

J = ( ap non é limitata superiormente)

J = ( ap non é limitata inferiormente)

N : : : an . e ., . Q1 a2 as
Si chiama successione quoziente la successione — cosi definita: — , —= , —, ... (conb, #0) .
bn by bp b3
Teoremi
(Se esiste lim a, :L] = (L & unico)
n—+o
i +b,=a+
im an = a Jim,an +bp =axb
n—>+o0 = tenendo presente che:
. bn= b lim an'bn:a‘b
lim Bp = n—>-+
n—+o a a
: n_
lim =+
n—+oo bn b
Somma e prodotto
‘ n+ow=+0o0 ‘ N—o=—0 ‘+oo+oo=+oo|—oo—oo:—oo Ne 00 =00 00 @ 00 = OO
Quoziente
0 0 n n 0 00
n o0 0 0 0 n
Forme indeterminate
0 - 00
+(XD—(X3:? —(D+w:? OO(X):? 0_ o 00_? wo_r) 1@_7
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TEOREMA DEL CONFRONTO O DEI DUE CARABINIERI

Siano a, , b, ,c, tre successioni tali che
Ima, = Ilimc, =L eR = (Esiste lim bn:LJ

n—+o0 n—+oo n—+w
dv tc Vn>v a,<b,<c,

Esempio

1)
lim —( ) =0
Nn—o0

Dimostrazione

1 ()" 1 11 : . o
—— < ~—— < = edessendo le funzioni —— e — infinitesime, per il Teorema dei due Carabinieri, la
n n n n n

funzione al centro é infinitesima.
Corollario del Teorema del Confronto

lima,=0
n—>+o0 = ( lim a,-b, :0)
b, e limitata N>+

Esempio

[ i 1" -<n+5)j

n—+o 302 +1

Dimostrazione
Infatti si tratta del limite del prodotto della successione limitata —7<(—7)" <71 per la successione

infinitesima a,, = (n; 5) — 0, per il Corollario del Confronto, la funzione traccia € infinitesima.
3n< +1
Teorema
( lim ap :0] = ( lim |an|:0j
n—oo n—oo
TEOREMA DEL CONFRONTO 2
lim apn =+
n—>co = (Esiste limbp = +OO]
dv tc Vn>v a,<b, n—>0
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Esempio

lim [n (—1)”] = +o0
n—oo

Dimostrazione

n-1 < n+ (— 1)” ed essendo la prima funzione divergente positivamente, per il Teorema del confronto 2,
la funzione a destra diverge positivamente.

TEOREMA DEL CONFRONTO 3

lim bp =-x
=0 = (Esiste liman = —00]
dv tc. Vn>v a,<b, n—>o0

Esempio

lim [sen n—n]=—

n—o0

Dimostrazione

Essendo sen n < 1 si ha che: sen n-n < 1-n ed essendo la seconda funzione divergente
negativamente, per il Teorema del confronto 3, la funzione a sinistra diverge negativamente.

LIMITI NOTEVOLI

+00 se a>1
1 s a—l +00 se a>0
lim ah = a lim n% =11 se a=0
N—>-+o0 0 se -l<ax<l N—>+o0 0 se a<0
nonesiste se a<-1
0 se ap —>—®© +oo  Se ap —>—®©
a
lima“n =it seap—>0 (> jim a°n =11 sea, >0  (0<a<l)
n—-+o0 o0 se an 40 n—+o 0 se an s 4o
+00  Se apn —>+© —o Se a, —+w
lim Ioga an = 4 (a>1) lim |0ga an = n (0<a<1)
N> o0 -  seap —0 No>+0 +o0 sea, >0
ORDINE DEGLI INFINITI
logn <n® <a<nl<n" (a>1 a>0)
ciog, (sea>1 e a>0) valgono i seguenti limiti :
. logn . n@ . af .t
lim —¢ =0 lim —p=0 lim — = lim —=0
n—+o N N—+o0 d N0 1 n—+o0 N
da ricordare inoltre :
) ) ) . logn
lim Ya=0 |im ¥n=1|jm Ynl=+w lim %=+°O (a<0)
N—>+00 N—>+o0 N—>+o0 n—+o N
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TEOREMI SULLE SUCCESSIONI MONOTONE

Teoremi
(Se an € una successione monotona) = (ap é una successione regolare)
Se an € una successmng c_rescente ¢ — ( im a,, :SuPanj
strettamente crescente e limitata n—>+o0
Se ap € una successione de.cr_escente 0 — ( im a, =inf anj
strettamente decrescente e limitata n—>+o0
Altri limiti
_ non esiste  se a, > © _ non esiste se a, — x
lim sena, = lim cosa, =
n—>+o0 se a, >0 n—>+o se a, >0
Definizione

Sia a,, una successione di numeri Reali.
Una successione estratta dalla successione aj, € una successione a,, , dove ny € una successione

strettamente crescente di numeri naturali. n, : N - N
k —> ny.
Esempio
Sia a,, una successione di numeri Reali. Le successioni che seguono, sono due successioni estratte dalla
successione ap, :

ank alla31a5la7la911a2k+l
amk:aZ’a4la61a8’alo1"'1a2k
Teorema
. . Ogni successione estratta
Se esiste |lim a, =L # to© = -
n—>-+oo da a, ha limite L

Corollario (del teorema precedente)

Siano an, e ap, due successioni estratte da ap
= (Non esiste [lim an)

se lim ap # Iim apn N—s 400

n— +oo Nn—+o0
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