Principio di induzione
Il principio di induzione ¢ un metodo di dimostrazione cosi definito:
Data una proposizione p(n) il cui enunciato dipendedan,con n€N e n>1:
1. se p(n) ¢veraper n=1
2. se supponendo p(n) veraper n, si dimostra che p(n) ¢ verapern + 1
allora la proposizione ¢ vera per ogni n > 1.

Principio di induzione (formulazione generale)

Data una proposizione p(n) il cui enunciato dipende dan,con n€N e n >k :
1. se p(n) éveraper n=k
2. se supponendo p(n) veraper n, si dimostra che p(n) é verapern + 1
allora la proposizione ¢ vera per ogni n = 1.

Esempio 157.82

Utilizzando il principio di induzione dimostra che, ¥vn € N — {0} :
n

1
12422432442+ .. . +n? = Ziz = gn-(n+1)(2n+1)

i=1
Dimostrazione

Pern = 1 la proposizione ¢ vera. Infatti si ha:
1

L1 1

D= o1+ DE 1D, 12 = =-1-2-3; 1=1.

i=1

Supponiamo adesso che la proposizione sia vera per n e dimostriamo che la proposizione ¢ veraper n+ 1.
Per n+ 1 laproposizione diventa:

P4+22432 444 . 402 + 0+ D? = -+ D+ D+1RA+D +1];
%n-(r:-:l)(Zn+1) + (n+1)? = %(n+1)(n+2)[2n+2+1];
(n+1)-[%n-(2n+1) + (n+1)] - %(n+1)(n+2)(2n+3);
(n+1)_[n-(2n+1);6-(n+1)] _ %(n+1)(n+2)(2n+3);
(n+1)-2"2+":6"+6 = %(n+1)(2n2+3n+4n+6);
(n+1)_2nZ+—67n+6 = %(n+1)(2n2+7n+6);

%(n +1)(2n% +7n +6) = %(n +1)(2n?+7n+6);

La proposizione ¢ quindi vera per n + 1. Pertanto, per il principio di induzione, ¢ vera perogni n > 1.
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Esempio 157.83

Utilizzando il principio di induzione dimostra che, ¥vn € N — {0} :

1
13+23+33+43+ .. .+nd = Zi3 = an-(n+1)2

Dimostrazione
Pern = 1 la proposizione ¢ vera. Infatti si ha:
1
Zi3=1-12-(1+1)2; 13=l-1-22; 1=1.
o 4 4
Supponiamo adesso che la proposizione sia vera per n e dimostriamo che la proposizione ¢ veraper n + 1.

Per n+ 1 la proposizione diventa:

P22 433443 40 + (n+ 1) %(n+1)2-[(n+1)+1]2;

%nz-(n+1)2 + (n+1)® = %(n+1)2-(n+2)2;
(n+1)2-En2 + (n+1)] - %(n+1)2(n2+4n+4);
2
(n+1)2-[%("+1)] - %(n+1)2(n2+4n+4) ;
1 1
Z(n+1)2(n2+4n+4) = Z(n+1)2(n2+4n+4) ;

La proposizione ¢ quindi vera per n + 1. Pertanto, per il principio di induzione, ¢ vera perogni n > 1.

Esempio 157.84

Utilizzando il principio di induzione dimostra che, Vvn € N — {0} :
n

23+43+63+83+...+(2n)3 = Z(Zi)3 = 2n% - (n+1)2

i=1
Dimostrazione

Pern = 1 la proposizione ¢ vera. Infatti si ha:

1

Y@= 2171+ D2 2-1)% = 2-1-22; 8=8.
i=1

Supponiamo adesso che la proposizione sia vera per n e dimostriamo che la proposizione ¢ veraper n + 1.

Per n+ 1 la proposizione diventa:

22+434+463+8%+...+2n)2 + 2n+ 1D = 2n+ 1% [(n+1)+1]?;
2n?-(n+ 1) + 8(n+1)3 = 2m+1)?%-(n+2)?;
2(n+1)%2-[n?+4(n+1)] = 2n+1?%-(n+2)?;
2(n+1)%-[n? + 4n + 4] = 2n+1)?-(n+2)?;
2(n+1)% - (n+ 2)? = 2(n+1)?%-(n+2)?%.

La proposizione ¢ quindi vera per n + 1. Pertanto, per il principio di induzione, ¢ vera perogni n > 1.
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Esempio 157.85

Utilizzando il principio di induzione dimostra che, ¥vn € N — {0} :

n
5
5+10+15+ ...4+50n = Zsl' = Sn-@+1)
i=1
Dimostrazione
Pern = 1 la proposizione ¢ vera. Infatti si ha:

. 5 5
ZS-i=§-1-(1+1); 5.1 =2-1-2; 5=5.
i=1

Supponiamo adesso che la proposizione sia vera per n e dimostriamo che la proposizione ¢ veraper n + 1.

Per n+ 1 la proposizione diventa:

54+410+15+...+5n + 5S5m+1) = %(n+1)-[(n+1)+1];
5 5
En-(n+1) + 5(n+1) = E(n+1)-(n+2);
(n+1)-[5n+5] = E(71'1'1)'(71‘|‘2)'
2 2 ’
5n+ 10 5
n+1)- > = E(n+1)-(n+2);
(n+1)-w = ;(n+1)-(n+2);
;(n+1)-(n+2) = ;(n+1)-(n+2);

La proposizione ¢ quindi vera per n + 1. Pertanto, per il principio di induzione, ¢ vera perogni n > 1.

Esempio 157.86

Utilizzando il principio di induzione dimostra che, ¥vn € N — {0} :

n
3
3+6+9+...+3n = Z3i :En-(n+1)
i=1

Dimostrazione

Pern = 1 la proposizione ¢ vera. Infatti si ha:

\ 3 3
ZS-i=E-1-(1+1); 3-1=E-1-2; 3=3.
i=1

Supponiamo adesso che la proposizione sia vera per n e dimostriamo che la proposizione ¢ veraper n+ 1.

Per n+ 1 la proposizione diventa:

54+10+15+...+3n + 3(m+1) = ;(n+1)-[(n+1)+1];
3 - 3
En-(n+1) + 3(n+1) = E(n+1)-(n+2);
(n+1)-[§n+5] = et e+
2 2 ’
3n+ 10 3
n+1)- > = E(n+1)-(n+2);
(n+1)-w = ;(n+1)-(n+2);
St (@t 2) = Jaen @

La proposizione ¢ quindi vera per n + 1. Pertanto, per il principio di induzione, ¢ vera perogni n > 1.
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Esempio 157.87

Utilizzando il principio di induzione dimostra che, ¥vn € N — {0} :

1
1-3+42-5+3-7+...+n-2n+1) = Zi-(2i+1) = zn-(n+1)-(4n+5)

Dimostrazione

Pern = 1 la proposizione ¢ vera. Infatti si ha:

1

Zi'(2i+1) = ln-(n+1)-(4n+5);

i=1

6

1
1@ 1+1) = =+ 1-(1+ 1D (4 1+5); 3=3.

Supponiamo adesso che la proposizione sia vera per n e dimostriamo che la proposizione ¢ veraper n + 1.

Per n+ 1 la proposizione diventa:

1-3+2-54+3-7+.

—

—~—

%n-(n+1)-(4n+5)

(n+ 1)-[%n(4n+5) + (2n+3)]

6

(n+ 1).[n(4n+5) +6(2n+3)]

1
g(n+1)-[4n2+5n+12n+18]

1
g(n+1)-[4n2+17n+18]

o+n-2n+1) + (m+D2n+D+1] =

+ (n+1)(2n+3) =

c(+1)-(+2)-[4(n+1) +5] ;
%(n+1)-(n+2)-(4n+9);
%(n+1)-(n+2)-(4n+9);

1
g(n+1)-(4n2+5n+12n+18) ;

1
g(n+ 1) (4n*+17n+ 18) ;

1
g(n+ 1)-(4n?+17n+18) ;

La proposizione ¢ quindi vera per n + 1. Pertanto, per il principio di induzione, € vera perogni n > 1.
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Esempio 159.115

Utilizzando il principio di induzione dimostra che, ¥vn € N — {0} :
n3 + 3n? + 5n ¢ divisibile per 3.

Dimostrazione 1

Per n =1 laproposizione ¢ vera. Infattisiha: 13+ 3-124+5-1 =9. 9 ¢ divisibile per 3.
Supponiamo quindi che la proposizione sia vera per n, cioé che n® +3n2+5n=3-k con kEN,

e dimostriamo che la proposizione ¢ veraper n+ 1.

Per n+ 1 la proposizione diventa:
nm+1D3+3n+1?*+5(n+1) =

= n®+1+3n2+3n+3n*+3+6n+5n+5 =

= n®+3n%2+5n +3n?2+6n+3n+9 =
-

= 3k +3n%+9n+9 =

= 3-(k+n®*+3n+3) .

L’espressione (k +n? + 3n + 3) ¢&un numero naturale. Quindi, ponendo k +n?+3n+3 = h siha:
= 3-(k+n*+3n+3) = 3-h . Il che vuol dire che & un multiplo di 3.

La proposizione ¢ quindi vera per n + 1. Pertanto, per il principio di induzione, ¢ vera ¥n € N.

Dimostrazione 2

Pern = 1 la proposizione ¢ vera. Infatti siha: 13 +3:1245-1 =9. 9 ¢ divisibile per 3.
Supponiamo quindi che la proposizione sia vera per n,

cioeche n® +3n°+5n=3k ossia. n®=3:-k—3n>-5n con kEN,
e dimostriamo che la proposizione ¢ veraper n+ 1.
Per n+ 1 la proposizione diventa:
m+1)2+3n+1%2+5(n+1) =
= n®+1+3n°+3n+3n* +3+6n+5n+5 =
= n*+6n?2+14n+9 =
= 3:k—3n’-5n +6n*+14n+9 =
= 3k +3n°+9n+9 =
= 3:-(k+n®*+3n+3).
L’espressione (k +n? + 3n + 3) & un numero naturale. Quindi, ponendo k +n?+3n+3 = h siha:
3:-(k+n?+3n+3) = 3-h . Il che vuol dire che & un multiplo di 3.

La proposizione ¢ quindi vera per n + 1. Pertanto, per il principio di induzione, ¢ vera ¥n € N.

Matematica www.mimmocorrado.it



Esempio 159.116
Utilizzando il principio di induzione dimostra che, ¥n € N :
32n+l 4 2n+2 & multiplo di 7.

Dimostrazione 1

Pern = 1 la proposizione ¢ vera. Infatti si ha: 3%1*1 4 2142 =33 4+ 23 =27 4+ 8 =35. 35 ¢ un multiplo di 7.
Supponiamo quindi che la proposizione sia vera per n, cioé che 32"*1 +2"*2=7.k con k€N,

e dimostriamo che la proposizione ¢ veraper n+ 1.

Per n+ 1 la proposizione diventa:
32(n+1)+1 + 2(n+1)+2 _

— 32n+3 + 2n+3 —
— 32n+1 . 32 + 2n+2 . 21 —

. 32n+1 +2- 2n+2

. 32n+1 + 2 - 32n+1 + 2. 2n+2

. 32n+1 +2- (32n+1 + 2n+2) -

= 7341427k =

= 7.3 42k) -

L’espressione (32"*1 + 2 k) ¢& un numero naturale. Quindi, ponendo 32"*1+ 2k = h siha:
7-(32"*1+2k) = 7-h . Ilche vuol dire che ¢ un multiplo di 7.

La proposizione ¢ quindi vera per n + 1. Pertanto, per il principio di induzione, ¢ vera Vn € N.

N N 9O

Dimostrazione 2

Pern = 1 la proposizione & vera. Infatti si ha: 3%1*1 4+ 2142 =33 4 23 =27 4+ 8 = 35. 35 ¢ un multiplo di 7.
Supponiamo quindi che la proposizione sia vera per n,

cioé¢ che 3%"*1 422 =7.k ossia 321 =7-k—2""2 con kEN,
e dimostriamo che la proposizione ¢ veraper n+ 1.

Per n+ 1 laproposizione diventa:
32(n+1)+1 + 2(n+1)+2 —

— 32n+3 +27’L+3 —

— 32n+1.32 4 gn+2. 91 —
= 9. 32n+1 +2- 2n+2

= 9 (7 k—2"2) 4 2.2n+2 =

= 63k —9-2Mt2 4 2.2n*2 =

= 63k—7-2"2 =

= 7 (9k —2m*2) |

L’espressione (9k — 2™*2) ¢& un numero intero. Quindi, ponendo 9k — 2™"*2 = h siha:
7-(9k —2™*2) = 7-h . Il che vuol dire che ¢ un multiplo di 7.

La proposizione ¢ quindi vera per n + 1. Pertanto, per il principio di induzione, ¢ vera ¥n € N.
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Esempio 159.117

Utilizzando il principio di induzione dimostra che, ¥vn € N — {0} :
4™+l 4 520 ¢ divisibile per 21.

Dimostrazione 1

Per n = 1 laproposizione ¢ vera. Infatti si ha: 4'*1 4+ 52171 = 16+ 5=21. 21 ¢ divisibile per 21.
Supponiamo quindi che la proposizione sia vera per n, cioé che 4™*1 +52""1 =21k con k€N,

e dimostriamo che la proposizione ¢ veraper n+ 1.
Per n+ 1 la proposizione diventa:

4(n+1)+1 + 52(n+1)—1 —

= 4nt2 4og2ndl

.4nH+1 4 52.52n-1 —

. 4n+1 4 o5 . 52n-1

L4+l 44 .52n-1 4 o1 .52n-1 —

B (4_n+1 + 52n—1) +21- 52n—1
B (4_n+1 + 52n—1) +21- 52n—1
21k +21-5%""1 =

= 21-(4k+5°"1).
L’espressione (4 k + 52"~1) ¢& un numero naturale. Quindi, ponendo 4 k + 52" = h siha:
= 21-(4k+5%1) = 21-h . Il che vuol dire che & un multiplo di 21.

La proposizione ¢ quindi vera per n + 1. Pertanto, per il principio di induzione, ¢ vera ¥n € N.

O N N N N

Dimostrazione 2

Per n = 1 laproposizione & vera. Infatti si ha: 41*1+ 52171 = 16+ 5=21. 21 ¢ divisibile per 21.
Supponiamo quindi che la proposizione sia vera per n,

cioéche 4"*1+52""1 =21k ossia 4"!'=21k—5°""1 con kEN,
e dimostriamo che la proposizione ¢ veraper n+ 1.

Per n+ 1 laproposizione diventa:

4_(n+1)+1 + 52(n+1)—1 —

4-4n+1 4 52 . g2n-1

4-47+1 4 25 52n-1 -

4-(21 k=521 4 255271 =

4-21k —4-5201 42552071 =

421k +21- 571 =

21- (4k +5%1) .

L’espressione (4 k + 52™1) ¢& un numero naturale. Quindi, ponendo 4 k + 52" ' = h siha:
21-(4k+5%1) = 21-h . Il che vuol dire che & un multiplo di 21.

La proposizione ¢ quindi vera per n + 1. Pertanto, per il principio di induzione, ¢ vera ¥n € N.

Matematica www.mimmocorrado.it



Esempio 159.118

Utilizzando il principio di induzione dimostra che, Yn € N — {0} 2n < 2"

Dimostrazione

Pern = 1 la proposizione ¢ vera. Infatti si ha: 2-1 <21 ; 2<2.
Supponiamo quindi che la proposizione sia vera per n, cioé che: 2n < 2™ |

e dimostriamo che la proposizione ¢ vera per n + 1, cio¢ che:

2n < 2" +
2 < 2" =
2n+2 < 242" 2n+2<2-2"

2(n+1) < 2ntt

ossia 2n+2<2:-2"

La proposizione ¢ quindi vera per n + 1. Pertanto, per il principio di induzione, ¢ vera ¥n € N.

Esempio 159.119

Utilizzando il principio di induzione dimostrache, Vn € N A n>2 n?>2n+1

Dimostrazione

Per n = 3 la proposizione ¢ vera. Infatti si ha: 32 >2:3+1 ;

9>7.

Supponiamo quindi che la proposizione sia vera per n, cioé¢ che: n? >2n+1

e dimostriamo che la proposizione ¢ vera per n + 1, cio¢ che:

ossia mné+2n+1>2n+2+1

2n+1 > 2 =

n¢ > 2n+1 +

n+2n+1>2n+2+1

m+1)?2>2n+1)+1

La proposizione ¢ quindi vera per n + 1. Pertanto, per il principio di induzione, ¢ vera Vn € N.

Esempio 159.120 Disuguaglianza di Bernoulli

Utilizzando il principio di induzione dimostra che, YVn €N A Vx E€R
@A+x)"=21+nx .

Dimostrazione

Per n = 0 la proposizione ¢ vera. Infattisiha: (1+x)°>1+4+0-x ;
Supponiamo quindi che la proposizione sia vera per n, cioé che: (1+x)" = 1+nx

e dimostriamo che la proposizione ¢ vera per n + 1, cio¢ che:

ossia (14+x)-A+x)"=21+nx+x.

Partiamo questa volta dall’ipotesi supposta vera:

e moltiplichiamo ambo i membri per (14 x) >0
A+x)-A+x)"
A+x)-A+x)"
Essendo nx? >0

> 1+x)-1A+nx);
> 14 nx+x+nx?.
VneN =

14+x)" = 1+nx
( Infatti. essendo x > —1

N X

1>1.

=4

A4+x)-A+x)" 2 1+nx+x.

> -1 :

1+ > 14+ (n+ Dx ;

14x>0)

La proposizione ¢ quindi vera per n + 1. Pertanto, per il principio di induzione, ¢ vera ¥n € N.
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