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PPrriinncciippiioo  ddii  iinndduuzziioonnee  

Il principio di induzione è un metodo di dimostrazione cosi definito: 

Data una proposizione  ሺ݊ሻ  il cui enunciato dipende da ݊ , con  ݊ ∈ ܰ  ݁  ݊ ≥ 1 : 

1. se  ሺ݊ሻ  è vera per  ݊ = 1 
2. se  supponendo  ሺ݊ሻ vera per  ݊ , si dimostra che  ሺ݊ሻ è vera per ݊ + 1   

allora la proposizione è vera per ogni  ݊ ≥ 1 . 

 
PPrriinncciippiioo  ddii  iinndduuzziioonnee  (formulazione generale) 

Data una proposizione  ሺ݊ሻ  il cui enunciato dipende da ݊ , con  ݊ ∈ ܰ  ݁  ݊ ≥ ݇ : 

1. se  ሺ݊ሻ  è vera per  ݊ = ݇ 
2. se  supponendo  ሺ݊ሻ vera per  ݊ , si dimostra che  ሺ݊ሻ è vera per ݊ + 1   

allora la proposizione è vera per ogni  ݊ ≥ 1 . 

 
Esempio 157.82 

Utilizzando il principio di induzione dimostra che,  ∀݊ ∈ ܰ − ሼ0ሽ :  

 +  +  + +  .  .  .  +   =    ݅ଶ



ୀଵ

  =   



 ∙ ሺ + ሻሺ + ሻ 

Dimostrazione 

Per ݊ = 1  la proposizione è vera. Infatti si ha:   

 ݅ଶ

ଵ

ୀଵ

 =   
1
6

∙ 1 ∙ ሺ1 + 1ሻሺ2 ∙ 1 + 1ሻ ;                     1ଶ  =   
1
6

∙ 1 ∙ 2 ∙ 3 ;                  1 = 1 . 

Supponiamo adesso che la proposizione sia vera per ݊ e dimostriamo che la proposizione è vera per  ݊ + 1 . 

Per  ݊ + 1  la proposizione diventa: 

1ଶ + 2ଶ + 3ଶ + 4ଶ+  .   . + ݊ଶ   +    ሺ݊ + 1ሻଶ   =       
ଵ


ሺ݊ + 1ሻሾሺ݊ + 1ሻ + 1ሿሾ2ሺ݊ + 1ሻ + 1ሿ  ; 

           
1
6

݊ ∙ ሺ݊ + 1ሻሺ2݊ + 1ሻ     +    ሺ݊ + 1ሻଶ    =       
1
6

ሺ݊ + 1ሻሺ݊ + 2ሻሾ2݊ + 2 + 1ሿ  ; 

         ሺ݊ + 1ሻ ∙ 
1
6

݊ ∙ ሺ2݊ + 1ሻ   +   ሺ݊ + 1ሻ൨    =       
1
6

ሺ݊ + 1ሻሺ݊ + 2ሻሺ2݊ + 3ሻ  ; 

         ሺ݊ + 1ሻ ∙ ቈ
݊ ∙ ሺ2݊ + 1ሻ + 6 ∙ ሺ݊ + 1ሻ

6
        =       

1
6

ሺ݊ + 1ሻሺ݊ + 2ሻሺ2݊ + 3ሻ  ; 

         ሺ݊ + 1ሻ ∙
2݊ଶ + ݊ + 6݊ + 6

6
                         =       

1
6

ሺ݊ + 1ሻሺ2݊ଶ + 3݊ + 4݊ + 6ሻ ; 

         ሺ݊ + 1ሻ ∙
2݊ଶ + 7݊ + 6

6
                                  =       

1
6

ሺ݊ + 1ሻሺ2݊ଶ + 7݊ + 6ሻ ; 

          
1
6

ሺ݊ + 1ሻሺ2݊ଶ + 7݊ + 6ሻ                              =       
1
6

ሺ݊ + 1ሻሺ2݊ଶ + 7݊ + 6ሻ ; 

La proposizione è quindi vera per  ݊ + 1 .  Pertanto, per il principio di induzione, è vera  per ogni  ݊ ≥ 1 . 
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Esempio 157.83 

Utilizzando il principio di induzione dimostra che,  ∀݊ ∈ ܰ − ሼ0ሽ :  

 +  +  + +  .  .  .  +   =    ݅ଷ



ୀଵ

  =   



 ∙ ሺ + ሻ 

Dimostrazione 

Per n = 1  la proposizione è vera. Infatti si ha:   

 ݅ଷ

ଵ

ୀଵ

 =   
1
4

∙ 1ଶ ∙ ሺ1 + 1ሻଶ ;                                 1ଷ  =   
1
4

∙ 1 ∙ 2ଶ ;                          1 = 1 . 

Supponiamo adesso che la proposizione sia vera per ݊ e dimostriamo che la proposizione è vera per  ݊ + 1 . 

Per  ݊ + 1  la proposizione diventa: 

1ଷ + 2ଷ + 3ଷ + 4ଷ+  .  .  . + ݊ଷ   +    ሺ݊ + 1ሻଷ      =      
ଵ

ସ
ሺ݊ + 1ሻଶ ∙ ሾሺ݊ + 1ሻ + 1ሿଶ  ; 

                
1
4

݊ଶ ∙ ሺ݊ + 1ሻଶ                +    ሺ݊ + 1ሻଷ      =      
1
4

ሺ݊ + 1ሻଶ ∙ ሺ݊ + 2ሻଶ  ; 

                   ሺ݊ + 1ሻଶ ∙ 
1
4

݊ଶ          +     ሺ݊ + 1ሻ൨       =      
1
4

ሺ݊ + 1ሻଶሺ݊ଶ + 4݊ + 4ሻ  ; 

                   ሺ݊ + 1ሻଶ ∙ ቈ
݊ଶ + 4ሺ݊ + 1ሻ

4
                     =      

1
4

ሺ݊ + 1ሻଶሺ݊ଶ + 4݊ + 4ሻ  ; 

                  
1
4

ሺ݊ + 1ሻଶሺ݊ଶ + 4݊ + 4ሻ                         =      
1
4

ሺ݊ + 1ሻଶሺ݊ଶ + 4݊ + 4ሻ  ; 

La proposizione è quindi vera per  ݊ + 1 .  Pertanto, per il principio di induzione, è vera  per ogni  ݊ ≥ 1 . 

 
 

Esempio 157.84 

Utilizzando il principio di induzione dimostra che,  ∀݊ ∈ ܰ − ሼ0ሽ :  

 +  +  + ૡ+  .  .  . + ሺሻ   =   ሺ2݅ሻଷ



ୀଵ

  =   ∙ ሺ + ሻ 

Dimostrazione 

Per n = 1  la proposizione è vera. Infatti si ha:   

ሺ2 ∙ ݅ሻଷ

ଵ

ୀଵ

 =   2 ∙ 1ଶ ∙ ሺ1 + 1ሻଶ ;                         ሺ2 ∙ 1ሻଷ  =  2 ∙ 1 ∙ 2ଶ ;                         8 = 8 . 

Supponiamo adesso che la proposizione sia vera per ݊ e dimostriamo che la proposizione è vera per  ݊ + 1 . 

Per  ݊ + 1  la proposizione diventa: 

2ଷ + 4ଷ + 6ଷ + 8ଷ+  .  .  . + ሺ2݊ሻଷ   +    ሾ2ሺ݊ + 1ሻሿଷ      =    2ሺ݊ + 1ሻଶ ∙ ሾሺ݊ + 1ሻ + 1ሿଶ  ; 
 

                2݊ଶ ∙ ሺ݊ + 1ሻଶ                       +     8ሺ݊ + 1ሻଷ        =     2ሺ݊ + 1ሻଶ ∙ ሺ݊ + 2ሻଶ  ; 

                2ሺ݊ + 1ሻଶ ∙ ሾ݊ଶ + 4ሺ݊ + 1ሻሿ                                 =     2ሺ݊ + 1ሻଶ ∙ ሺ݊ + 2ሻଶ  ; 

                2ሺ݊ + 1ሻଶ ∙ ሾ݊ଶ + 4݊ + 4ሿ                                     =     2ሺ݊ + 1ሻଶ ∙ ሺ݊ + 2ሻଶ  ; 

                2ሺ݊ + 1ሻଶ ∙ ሺ݊ + 2ሻଶ                                               =     2ሺ݊ + 1ሻଶ ∙ ሺ݊ + 2ሻଶ  . 

La proposizione è quindi vera per  ݊ + 1 .  Pertanto, per il principio di induzione, è vera  per ogni  ݊ ≥ 1 . 
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Esempio 157.85 

Utilizzando il principio di induzione dimostra che,  ∀݊ ∈ ܰ − ሼ0ሽ :  

 +  + +  .  .  . +   =    5݅



ୀଵ

  =  



 ∙ ሺ + ሻ 

Dimostrazione 

Per n = 1  la proposizione è vera. Infatti si ha:   

 5 ∙ ݅

ଵ

ୀଵ

 =   
5
2

∙ 1 ∙ ሺ1 + 1ሻ ;                              5 ∙ 1 =  
5
2

∙ 1 ∙ 2 ;                    5 = 5 . 

Supponiamo adesso che la proposizione sia vera per ݊ e dimostriamo che la proposizione è vera per  ݊ + 1 . 

Per  ݊ + 1  la proposizione diventa: 

5 + 10 + 15+  .  .  . + 5݊       +        5ሺ݊ + 1ሻ    =          
ହ

ଶ
ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሾሺ݊ + 1ሻ + 1ሿ  ; 

 

            
5
2

݊ ∙ ሺ݊ + 1ሻ                 +     5ሺ݊ + 1ሻ        =          
5
2

ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሺ݊ + 2ሻ  ; 

            ሺ݊ + 1ሻ ∙ 
5
2

݊ + 5൨                                        =          
5
2

ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሺ݊ + 2ሻ  ; 

            ሺ݊ + 1ሻ ∙
5݊ + 10

2
                                        =          

5
2

ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሺ݊ + 2ሻ  ; 

            ሺ݊ + 1ሻ ∙
5ሺ݊ + 2ሻ

2
                                       =          

5
2

ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሺ݊ + 2ሻ  ; 

            
5
2

ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሺ݊ + 2ሻ                                        =          
5
2

ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሺ݊ + 2ሻ  ; 

La proposizione è quindi vera per  ݊ + 1 .  Pertanto, per il principio di induzione, è vera  per ogni  ݊ ≥ 1 . 

 

Esempio 157.86 

Utilizzando il principio di induzione dimostra che,  ∀݊ ∈ ܰ − ሼ0ሽ :  

 +  + ૢ+  .  .  . +   =    3݅



ୀଵ

  =  



 ∙ ሺ + ሻ 

Dimostrazione 

Per ݊ = 1  la proposizione è vera. Infatti si ha:   

 3 ∙ ݅

ଵ

ୀଵ

 =   
3
2

∙ 1 ∙ ሺ1 + 1ሻ ;                              3 ∙ 1 =  
3
2

∙ 1 ∙ 2 ;                    3 = 3 . 

Supponiamo adesso che la proposizione sia vera per ݊ e dimostriamo che la proposizione è vera per  ݊ + 1 . 

Per  ݊ + 1  la proposizione diventa: 

5 + 10 + 15+  .  .  . + 3݊       +        3ሺ݊ + 1ሻ    =          
ଷ

ଶ
ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሾሺ݊ + 1ሻ + 1ሿ  ; 

 

            
3
2

݊ ∙ ሺ݊ + 1ሻ                 +     3ሺ݊ + 1ሻ        =          
3
2

ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሺ݊ + 2ሻ  ; 

            ሺ݊ + 1ሻ ∙ 
3
2

݊ + 5൨                                        =          
3
2

ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሺ݊ + 2ሻ  ; 

            ሺ݊ + 1ሻ ∙
3݊ + 10

2
                                        =          

3
2

ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሺ݊ + 2ሻ  ; 

            ሺ݊ + 1ሻ ∙
3ሺ݊ + 2ሻ

2
                                       =          

3
2

ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሺ݊ + 2ሻ  ; 

            
3
2

ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሺ݊ + 2ሻ                                        =          
3
2

ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሺ݊ + 2ሻ  ; 

La proposizione è quindi vera per  ݊ + 1 .  Pertanto, per il principio di induzione, è vera  per ogni  ݊ ≥ 1 . 
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Esempio 157.87 

Utilizzando il principio di induzione dimostra che,  ∀݊ ∈ ܰ − ሼ0ሽ :  

 ∙  +  ∙  +  ∙ ૠ+  .  .  .  + ∙ ሺ + ሻ   =     ∙ ሺ + ሻ


ୀଵ

  =  



 ∙ ሺ + ሻ ∙ ሺ + ሻ 

Dimostrazione 

Per ݊ = 1  la proposizione è vera. Infatti si ha:   

 ݅ ∙ ሺ2݅ + 1ሻ
ଵ

ୀଵ

 =    
1
6

݊ ∙ ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሺ4݊ + 5ሻ ;                 1 ∙ ሺ2 ∙ 1 + 1ሻ  =  
1
6

∙ 1 ∙ ሺ1 + 1ሻ ∙ ሺ4 ∙ 1 + 5ሻ ;                 3 = 3 . 

Supponiamo adesso che la proposizione sia vera per ݊ e dimostriamo che la proposizione è vera per  ݊ + 1 . 

Per  ݊ + 1  la proposizione diventa: 

1 ∙ 3 + 2 ∙ 5 + 3 ∙ 7+  .  .  . + ݊ ∙ ሺ2݊ + 1ሻ     +    ሺ݊ + 1ሻሾ2ሺ݊ + 1ሻ + 1ሿ    =     
ଵ


ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሺ݊ + 2ሻ ∙ ሾ4ሺ݊ + 1ሻ + 5ሿ  ; 

 

                 
1
6

݊ ∙ ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሺ4݊ + 5ሻ                   +     ሺ݊ + 1ሻሺ2݊ + 3ሻ               =      
1
6

ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሺ݊ + 2ሻ ∙ ሺ4݊ + 9ሻ  ; 

                 ሺ݊ + 1ሻ ∙ 
1
6

݊ሺ4݊ + 5ሻ + ሺ2݊ + 3ሻ ൨                                                   =     
1
6

ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሺ݊ + 2ሻ ∙ ሺ4݊ + 9ሻ  ; 

                 ሺ݊ + 1ሻ ∙ ቈ
݊ሺ4݊ + 5ሻ + 6ሺ2݊ + 3ሻ

6
                                                     =     

1
6

ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሺ4݊ଶ + 5݊ + 12݊ + 18ሻ  ; 

                  
1
6

ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሾ4݊ଶ + 5݊ + 12݊ + 18 ሿ                                                    =     
1
6

ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሺ4݊ଶ + 17݊ + 18ሻ  ; 

                  
1
6

ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሾ4݊ଶ + 17݊ + 18 ሿ                                                              =     
1
6

ሺ݊ + 1ሻ ∙ ሺ4݊ଶ + 17݊ + 18ሻ  ; 

La proposizione è quindi vera per  ݊ + 1 .  Pertanto, per il principio di induzione, è vera  per ogni  ݊ ≥ 1 . 
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Esempio 159.115 

Utilizzando il principio di induzione dimostra che,  ∀݊ ∈ ܰ − ሼ0ሽ :  

 +  +   è divisibile per 3. 

Dimostrazione 1 

Per  ݊ = 1  la proposizione è vera. Infatti si ha:    1ଷ + 3 ∙ 1ଶ + 5 ∙ 1 = 9 .       9   è divisibile per 3. 
Supponiamo quindi che la proposizione sia vera per  ݊ , cioè che  ݊ଷ + 3݊ଶ + 5݊ = 3 ∙ ݇     con  ݇ ∈ ܰ ,    

e dimostriamo che la proposizione è vera per  ݊ + 1 . 

Per  ݊ + 1  la proposizione diventa: 

       ሺ݊ + 1ሻଷ + 3ሺ݊ + 1ሻଶ + 5ሺ݊ + 1ሻ  =     

=    ݊ଷ + 1 + 3݊ଶ + 3݊ + 3݊ଶ + 3 + 6݊ + 5݊ + 5  = 

=    ݊ଷ + 3݊ଶ + 5݊   +  3݊ଶ + 6݊ + 3݊ + 9  = 

=               3݇               +  3݊ଶ + 9݊ + 9  = 

=               3 ∙ ሺ݇ + ݊ଶ + 3݊ + 3  ሻ  . 

L’espressione  ሺ݇ + ݊ଶ + 3݊ + 3ሻ  è un numero naturale.  Quindi, ponendo  ݇ + ݊ଶ + 3݊ + 3 =  ℎ   si ha : 

=   3 ∙ ሺ݇ + ݊ଶ + 3݊ + 3  ሻ   =   3 ∙ ℎ   .  Il che vuol dire che è un multiplo di 3. 

La proposizione è quindi vera per  ݊ + 1 .  Pertanto, per il principio di induzione, è vera  ∀݊ ∈ ܰ. 

 

Dimostrazione 2 

Per ݊ = 1  la proposizione è vera. Infatti si ha:    1ଷ + 3 ∙ 1ଶ + 5 ∙ 1 = 9 .       9   è divisibile per 3. 
Supponiamo quindi che la proposizione sia vera per  ݊ ,  

cioè che  ݊ଷ + 3݊ଶ + 5݊ = 3 ∙ ݇         ossia       ݊ଷ = 3 ∙ ݇ − 3݊ଶ − 5݊    con  ݇ ∈ ܰ ,    

e dimostriamo che la proposizione è vera per  ݊ + 1 . 

Per  ݊ + 1  la proposizione diventa: 

       ሺ݊ + 1ሻଷ + 3ሺ݊ + 1ሻଶ + 5ሺ݊ + 1ሻ                           =  

=    ݊ଷ + 1 + 3݊ଶ + 3݊ + 3݊ଶ + 3 + 6݊ + 5݊ + 5    =  

=    ݊ଷ + 6݊ଶ + 14݊ + 9    =  

=    3 ∙ ݇ − 3݊ଶ − 5݊ + 6݊ଶ + 14݊ + 9    =  

=    3 ∙ ݇ + 3݊ଶ + 9݊ + 9    =  

=    3 ∙ ሺ݇ + ݊ଶ + 3݊ + 3  ሻ  . 

L’espressione  ሺ݇ + ݊ଶ + 3݊ + 3ሻ  è un numero naturale.  Quindi, ponendo  ݇ + ݊ଶ + 3݊ + 3 =  ℎ   si ha : 

3 ∙ ሺ݇ + ݊ଶ + 3݊ + 3  ሻ   =   3 ∙ ℎ   .  Il che vuol dire che è un multiplo di 3. 

La proposizione è quindi vera per  ݊ + 1 .  Pertanto, per il principio di induzione, è vera  ∀݊ ∈ ܰ. 
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Esempio 159.116 

Utilizzando il principio di induzione dimostra che,  ∀݊ ∈ ܰ :  

ା + ା  è multiplo di 7. 

Dimostrazione 1 

Per ݊ = 1  la proposizione è vera. Infatti si ha:    3ଶ∙ଵାଵ + 2ଵାଶ = 3ଷ + 2ଷ = 27 + 8 = 35 .   35 è un multiplo di 7. 
Supponiamo quindi che la proposizione sia vera per  ݊ , cioè che  3ଶାଵ + 2ାଶ = 7 ∙ ݇   con  ݇ ∈ ܰ ,    

e dimostriamo che la proposizione è vera per  ݊ + 1 . 

Per  ݊ + 1  la proposizione diventa: 

       3ଶሺାଵሻାଵ + 2ሺାଵሻାଶ                        = 

=   3ଶାଷ + 2ାଷ                                      =  

=   3ଶାଵ ∙ 3ଶ + 2ାଶ ∙ 2ଵ                       =  

=   9 ∙ 3ଶାଵ + 2 ∙ 2ାଶ                           =   

=   7 ∙ 3ଶାଵ + 2 ∙ 3ଶାଵ + 2 ∙ 2ାଶ     = 

=   7 ∙ 3ଶାଵ + 2 ∙ ሺ3ଶାଵ + 2ାଶሻ       = 

=   7 ∙ 3ଶାଵ + 2 ∙ 7݇                              = 

=   7 ∙ ሺ3ଶାଵ + 2 ݇ሻ                               = 

L’espressione  ሺ3ଶାଵ + 2 ݇ሻ  è un numero naturale.  Quindi, ponendo  3ଶାଵ + 2 ݇ =  ℎ   si ha : 

7 ∙ ሺ3ଶାଵ + 2 ݇ሻ   =   7 ∙ ℎ   .  Il che vuol dire che è un multiplo di 7. 

La proposizione è quindi vera per  ݊ + 1 .  Pertanto, per il principio di induzione, è vera  ∀݊ ∈ ܰ. 

 

Dimostrazione 2 

Per ݊ = 1  la proposizione è vera. Infatti si ha:    3ଶ∙ଵାଵ + 2ଵାଶ = 3ଷ + 2ଷ = 27 + 8 = 35 .   35 è un multiplo di 7. 
Supponiamo quindi che la proposizione sia vera per  ݊ ,  

cioè che  3ଶାଵ + 2ାଶ = 7 ∙ ݇   ossia   3ଶାଵ = 7 ∙ ݇ − 2ାଶ    con  ݇ ∈ ܰ ,    

e dimostriamo che la proposizione è vera per  ݊ + 1 . 

Per  ݊ + 1  la proposizione diventa: 

       3ଶሺାଵሻାଵ + 2ሺାଵሻାଶ                        = 

=   3ଶାଷ + 2ାଷ                                      =  

=   3ଶାଵ ∙ 3ଶ + 2ାଶ ∙ 2ଵ                       =  

=   9 ∙ 3ଶାଵ + 2 ∙ 2ାଶ                           =   

=   9 ∙ ሺ7 ∙ ݇ − 2ାଶሻ + 2 ∙ 2ାଶ           =   

=   63 ݇ − 9 ∙ 2ାଶ + 2 ∙ 2ାଶ              =   

=   63 ݇ − 7 ∙ 2ାଶ                                  =   

=   7 ሺ9݇ − 2ାଶሻ  . 

L’espressione  ሺ9݇ − 2ାଶሻ  è un numero intero.  Quindi, ponendo  9݇ − 2ାଶ =  ℎ   si ha : 

7 ∙ ሺ9݇ − 2ାଶሻ   =   7 ∙ ℎ   .  Il che vuol dire che è un multiplo di 7. 

La proposizione è quindi vera per  ݊ + 1 .  Pertanto, per il principio di induzione, è vera  ∀݊ ∈ ܰ. 
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Esempio 159.117 

Utilizzando il principio di induzione dimostra che,  ∀݊ ∈ ܰ − ሼ0ሽ :  

ା + ି   è divisibile per 21. 

Dimostrazione 1 

Per  ݊ = 1  la proposizione è vera. Infatti si ha:    4ଵାଵ + 5ଶ∙ଵିଵ =  16 + 5 = 21.       21   è divisibile per 21. 
Supponiamo quindi che la proposizione sia vera per  ݊ , cioè che  4ାଵ + 5ଶିଵ = 21 ݇   con   ݇ ∈ ܰ ,    

e dimostriamo che la proposizione è vera per  ݊ + 1 . 

Per  ݊ + 1  la proposizione diventa: 

4ሺାଵሻାଵ + 5ଶሺାଵሻିଵ  = 

=    4ାଶ + 5ଶାଵ   = 

=    4 ∙ 4ାଵ + 5ଶ ∙ 5ଶିଵ   = 

=    4 ∙ 4ାଵ + 25 ∙ 5ଶିଵ   = 

=    4 ∙ 4ାଵ + 4 ∙ 5ଶିଵ + 21 ∙ 5ଶିଵ   = 

=    4 ∙ ሺ4ାଵ + 5ଶିଵሻ + 21 ∙ 5ଶିଵ   = 

=    4 ∙ ሺ4ାଵ + 5ଶିଵሻ + 21 ∙ 5ଶିଵ   = 

=    4 ∙ 21 ݇ + 21 ∙ 5ଶିଵ   = 

=    21 ∙ ሺ4 ݇ + 5ଶିଵሻ  . 

L’espressione  ሺ4 ݇ + 5ଶିଵሻ  è un numero naturale.  Quindi, ponendo  4 ݇ + 5ଶିଵ =  ℎ   si ha : 

=   21 ∙ ሺ4 ݇ + 5ଶିଵሻ   =   21 ∙ ℎ   .  Il che vuol dire che è un multiplo di 21. 

La proposizione è quindi vera per  ݊ + 1 .  Pertanto, per il principio di induzione, è vera  ∀݊ ∈ ܰ. 

 

Dimostrazione 2 

Per  ݊ = 1  la proposizione è vera. Infatti si ha:    4ଵାଵ + 5ଶ∙ଵିଵ =  16 + 5 = 21.       21   è divisibile per 21. 
Supponiamo quindi che la proposizione sia vera per  ݊ ,  

cioè che   4ାଵ + 5ଶିଵ = 21 ݇      ossia       4ାଵ = 21 ݇ − 5ଶିଵ          con  ݇ ∈ ܰ ,    

e dimostriamo che la proposizione è vera per  ݊ + 1 . 

Per  ݊ + 1  la proposizione diventa: 

       4ሺାଵሻାଵ + 5ଶሺାଵሻିଵ                            =  

=    4 ∙ 4ାଵ + 5ଶ ∙ 5ଶିଵ                            = 

=    4 ∙ 4ାଵ + 25 ∙ 5ଶିଵ                            = 

=    4 ∙ ሺ21 ݇ − 5ଶିଵሻ + 25 ∙ 5ଶିଵ        = 

=    4 ∙ 21݇ − 4 ∙ 5ଶିଵ + 25 ∙ 5ଶିଵ       = 

=    4 ∙ 21݇ + 21 ∙ 5ଶିଵ                             = 

=    21 ∙ ሺ4݇ + 5ଶିଵሻ  . 

L’espressione  ሺ4 ݇ + 5ଶିଵሻ  è un numero naturale.  Quindi, ponendo  4 ݇ + 5ଶିଵ =  ℎ   si ha : 

=   21 ∙ ሺ4 ݇ + 5ଶିଵሻ   =   21 ∙ ℎ   .  Il che vuol dire che è un multiplo di 21. 

La proposizione è quindi vera per  ݊ + 1 .  Pertanto, per il principio di induzione, è vera  ∀݊ ∈ ܰ. 
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Esempio 159.118 

Utilizzando il principio di induzione dimostra che,  ∀݊ ∈ ܰ − ሼ0ሽ      ≤     . 

Dimostrazione  

Per ݊ = 1  la proposizione è vera. Infatti si ha:   2 ∙ 1 ≤ 2ଵ  ;              2 ≤ 2  . 
Supponiamo quindi che la proposizione sia vera per  ݊ , cioè che:   2݊ ≤ 2  ,    

e dimostriamo che la proposizione è vera per  ݊ + 1 , cioè che:    2ሺ݊ + 1ሻ ≤ 2ାଵ    ossia      2݊ + 2 ≤ 2 ∙ 2 

2݊ ≤ 2 +   
2 ≤ 2 =   

2݊ + 2 ≤ 2 + 2   2݊ + 2 ≤ 2 ∙ 2 

La proposizione è quindi vera per  ݊ + 1 .  Pertanto, per il principio di induzione, è vera  ∀݊ ∈ ܰ. 

 
 
 
Esempio 159.119 

Utilizzando il principio di induzione dimostra che,  ∀݊ ∈ ܰ   ⋀   ݊ >      2 > 2 +     . 

Dimostrazione  

Per ݊ = 3  la proposizione è vera. Infatti si ha:   3ଶ > 2 ∙ 3 + 1  ;              9 > 7  . 
Supponiamo quindi che la proposizione sia vera per  ݊ , cioè che:   ݊ଶ > 2݊ + 1      ,    

e dimostriamo che la proposizione è vera per  ݊ + 1 , cioè che:    ሺ݊ + 1ሻଶ > 2ሺ݊ + 1ሻ + 1     

ossia      ݊ଶ + 2݊ + 1 > 2݊ + 2 + 1   . 
  

݊ଶ > 2݊ + 1 +   
2݊ + 1 > 2 =   

݊ଶ + 2݊ + 1 > 2݊ + 2 + 1    

La proposizione è quindi vera per  ݊ + 1 .  Pertanto, per il principio di induzione, è vera  ∀݊ ∈ ܰ. 

 
 
Esempio 159.120 Disuguaglianza di Bernoulli 

Utilizzando il principio di induzione dimostra che,  ∀݊ ∈ ܰ      ∧ ݔ∀       ∈ ܴ     ∧ ݔ      > −1  :  

ሺ + ሻ࢞ ≥  +  .  ࢞

Dimostrazione  

Per ݊ = 0 la proposizione è vera. Infatti si ha:   ሺ1 + ሻݔ ≥ 1 + 0 ∙ ;  ݔ              1 ≥ 1  . 
Supponiamo quindi che la proposizione sia vera per  ݊ , cioè che:   ሺ1 + ሻݔ   ≥  1 +     ,      ݔ݊

e dimostriamo che la proposizione è vera per  ݊ + 1 , cioè che:    ሺ1 + ሻାଵݔ   ≥   1 + ሺ݊ + 1ሻݔ  ;  

ossia      ሺ1 + ሻݔ ∙ ሺ1 + ሻݔ ≥ 1 + ݔ݊ +  . ݔ
 

Partiamo questa volta dall’ipotesi supposta vera:    ሺ1 + ሻݔ   ≥  1 +        ݔ݊

e moltiplichiamo ambo i membri per  ሺ1 + ሻݔ > 0       ( Infatti. essendo  ݔ > −1    ⇔     1 + ݔ > 0 )   

ሺ1 + ሻݔ ∙ ሺ1 + ሻݔ   ≥  ሺ1 + ሻݔ ∙ ሺ1 +        ;  ሻݔ݊

ሺ1 + ሻݔ ∙ ሺ1 + ሻݔ   ≥  1 + ݔ݊ + ݔ +        .  ଶݔ݊

Essendo  ݊ݔଶ ≥ 0    ∀݊ ∈ ܰ              ⇒         ሺ1 + ሻݔ ∙ ሺ1 + ሻݔ   ≥  1 + ݔ݊ +  .  ݔ

La proposizione è quindi vera per  ݊ + 1 .  Pertanto, per il principio di induzione, è vera  ∀݊ ∈ ܰ. 

 

 

 


