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LLIIMMIITTII  
FFuunnzziioonnii  iirrrraazziioonnaallii  

 

 

Limiti di funzioni irrazionali  con forma indeterminata    +∞ − ∞ = ? 
 

In generale: 
‑ Se i termini di grado massimo sono diversi si esegue il raccoglimento a fattor comune. 
‑ Se i termini di grado massimo sono uguali si esegue la razionalizzazione. 

 
 
Esempio 1 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ ାஶ

 ቀඥ𝒙𝟐 + 𝟑 − 𝟐𝒙ቁ   =   (+∞ − ∞ = ? )   

I termini di grado massimo sono diversi:  ൫√𝑥ଶ = 𝑥൯   ≠   (2𝑥)     ⇒    si esegue il raccoglimento a fattor comune. 

= 𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 ቌඨ𝑥ଶ ൬1 +
3

𝑥ଶ
൰ − 2𝑥ቍ     =     𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
ቌඥ𝑥ଶඨ1 +

3

𝑥ଶ
− 2𝑥ቍ      =     

Ricordando che :     √𝑥ଶ = |𝑥| = ቄ
+𝑥     𝑠𝑒 𝑥 ≥ 0
−𝑥     𝑠𝑒 𝑥 < 0

              ⇒          ൞

𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

√𝑥ଶ  =  𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

|𝑥|  =   𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

(+𝑥)

𝑙𝑖𝑚
௫→ ିஶ

√𝑥ଶ  =  𝑙𝑖𝑚
௫→ ିஶ

|𝑥|  =   𝑙𝑖𝑚
௫→ ିஶ

(−𝑥)

    

 

=   𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

ቌ|𝑥| ∙ ඨ1 +
3

𝑥ଶ
− 2𝑥ቍ   = 𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
ቌ+𝑥 ∙ ඨ1 +

3

𝑥ଶ
− 2𝑥ቍ    =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
𝑥 ∙ ቌඨ1 +

3

𝑥ଶ
− 2ቍ   = −∞ 

𝑝𝑒𝑟𝑐ℎè   𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 
3

𝑥ଶ
= 0   𝑞𝑢𝑖𝑛𝑑𝑖 𝑙𝑎 𝑝𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠𝑖 𝑡𝑒𝑛𝑑𝑒 𝑎 − 1.  𝑃𝑒𝑟𝑡𝑎𝑛𝑡𝑜 𝑖𝑙 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑒 𝑣𝑎𝑙𝑒:  + ∞ ∙ (−1) = −∞    . 

 

Esempio 2  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ ାஶ

 ൫√𝒙 + 𝟑 − √𝒙 − 𝟓൯   =   (+∞ − ∞ = ? )       

I termini di grado massimo sono uguali:  (𝑥)  =  (𝑥)     ⇒    si esegue la razionalizzazione. 

Moltiplichiamo e dividiamo per il coniugato dell’espressione  √𝑥 + 3 − √𝑥 − 5  : 

𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 ൫√𝑥 + 3 − √𝑥 − 5൯     =     𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

൫√𝑥 + 3 − √𝑥 − 5൯ ∙
൫√𝑥 + 3 + √𝑥 − 5൯

൫√𝑥 + 3 + √𝑥 − 5൯
   = 

Ricordando il prodotto notevole:    (𝐼 − 𝐼𝐼)(𝐼 + 𝐼𝐼) = 𝐼ଶ − 𝐼𝐼ଶ   si ottiene:   

=    𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

൫√𝑥 + 3൯
ଶ

− ൫√𝑥 − 5൯
ଶ

√𝑥 + 3 + √𝑥 − 5
  =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ

𝑥 + 3 − (𝑥 − 5)

√𝑥 + 3 + √𝑥 − 5
  =   𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ

−2

√𝑥 + 3 + √𝑥 − 5
  =   

−2

+∞
  =    0 . 

 

Se procedessimo come prima, otterremmo la forma indeterminata  +∞ ∙ 0 : 

= 𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 ൫√𝑥 + 3 − √𝑥 − 5൯     =     𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

ቌ√𝑥 ∙ ඨ1 +
3

𝑥
− √𝑥 ∙ ඨ1 −

5

𝑥
ቍ      =   𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
√𝑥 ∙ ቌඨ1 +

3

𝑥
− ඨ1 −

5

𝑥
ቍ    =    (+∞ ∙ 0 = ? )       
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Esempio 3 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ ାஶ

 ቀඥ𝟒𝒙𝟐 + 𝟑 − 𝟐𝒙ቁ   =   (+∞ − ∞ = ? )       

I termini di grado massimo sono uguali:  ൫√4𝑥ଶ = 2𝑥൯  =   (2𝑥)     ⇒    si esegue la razionalizzazione. 

Moltiplichiamo e dividiamo per il coniugato dell’espressione  √4𝑥ଶ + 3 − 2𝑥  : 

𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 ቀඥ4𝑥ଶ + 3 − 2𝑥ቁ     =     𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

ቀඥ4𝑥ଶ + 3 − 2𝑥ቁ ∙
൫√4𝑥ଶ + 3 + 2𝑥൯

൫√4𝑥ଶ + 3 + 2𝑥൯
   = 

Ricordando il prodotto notevole:    (𝐼 − 𝐼𝐼)(𝐼 + 𝐼𝐼) = 𝐼ଶ − 𝐼𝐼ଶ   si ottiene:   

=    𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

൫√4𝑥ଶ + 3൯
ଶ

− (2𝑥)ଶ

൫√4𝑥ଶ + 3 + 2𝑥൯
  =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ

4𝑥ଶ + 3 − 4𝑥ଶ

൫√4𝑥ଶ + 3 + 2𝑥൯
  =   𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ

3

൫√4𝑥ଶ + 3 + 2𝑥൯
  =    0 . 

Se procedessimo come nell’esempio 1, otterremmo la forma indeterminata  +∞ ∙ 0 : 

= 𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 ቌඨ𝑥ଶ ൬4 +
3

𝑥ଶ
൰ − 2𝑥ቍ     =     𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
ቌඥ𝑥ଶ ∙ ඨ4 +

3

𝑥ଶ
− 2𝑥ቍ      =   𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
ቌ𝑥 ∙ ඨ4 +

3

𝑥ଶ
− 2𝑥ቍ    =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
𝑥 ∙ ቌඨ4 +

3

𝑥ଶ
− 2ቍ   = (+∞ ∙ 0 = ? )       

 

Esempio 4 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ ିஶ

 ቀඥ𝒙𝟐 + 𝒙 + 𝟏 + 𝒙ቁ   =   (+∞ − ∞ = ? )       

I termini di grado massimo sono uguali:  ൫√𝑥ଶ = 𝑥൯  =   (𝑥)     ⇒    si esegue la razionalizzazione. 

Moltiplichiamo e dividiamo per il coniugato dell’espressione  √𝑥ଶ + 𝑥 + 1 + 𝑥  : 

= 𝑙𝑖𝑚
௫→ ିஶ

 ቀඥ𝑥ଶ + 𝑥 + 1 + 𝑥ቁ     =     𝑙𝑖𝑚
௫→ ିஶ

ቀඥ𝑥ଶ + 𝑥 + 1 + 𝑥ቁ ∙
√𝑥ଶ + 𝑥 + 1 − 𝑥

√𝑥ଶ + 𝑥 + 1 − 𝑥
  =    

=    𝑙𝑖𝑚
௫→ ିஶ

൫√𝑥ଶ + 𝑥 + 1൯
ଶ

− (𝑥)ଶ

√𝑥ଶ + 𝑥 + 1 − 𝑥
   =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ିஶ

𝑥ଶ + 𝑥 + 1 − 𝑥ଶ

√𝑥ଶ + 𝑥 + 1 − 𝑥
    =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ିஶ

𝑥 + 1

√𝑥ଶ + 𝑥 + 1 − 𝑥
  = 

Compare ancora una forma indeterminata  
ିஶ

ାஶିஶ
  .  

Per eliminare l’indeterminazione, raccogliamo a fattor comune 𝑥 sia a numeratore sia a denominatore: 

=    𝑙𝑖𝑚
௫→ ିஶ

𝑥 ∙ ቀ1 +
1
𝑥

ቁ

ට𝑥ଶ ቀ1 +
1
𝑥

+
1

𝑥ଶቁ − 𝑥

  =    𝑙𝑖𝑚
௫→ ିஶ

𝑥 ∙ ቀ1 +
1
𝑥

ቁ

|𝑥| ∙ ට1 +
1
𝑥

+
1

𝑥ଶ − 𝑥

  =    𝑙𝑖𝑚
௫→ ିஶ

𝑥 ∙ ቀ1 +
1
𝑥

ቁ

−𝑥 ∙ ට1 +
1
𝑥

+
1

𝑥ଶ − 𝑥

  = 

=    𝑙𝑖𝑚
௫→ ିஶ

𝑥 ∙ ቀ1 +
1
𝑥

ቁ

−𝑥 ∙ ቆට1 +
1
𝑥

+
1

𝑥ଶ + 1ቇ

  =    𝑙𝑖𝑚
௫→ ିஶ

−
1 +

1
𝑥

ቆට1 +
1
𝑥

+
1

𝑥ଶ + 1ቇ

  =   −
1

2
 . 

 
Esempio 5 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ ାஶ

 
𝟓

𝟐𝒙 − ඥ𝟗𝒙𝟐 + 𝟑
  =   ൬

5

+∞ − ∞
= ? ൰       

I termini di grado massimo sono diversi:  (2𝑥)   ≠   ൫√9𝑥ଶ = 3𝑥൯       ⇒    si esegue il raccoglimento a fattor comune. 

=   𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 
5

2𝑥 − ට𝑥ଶ ቀ9 +
3

𝑥ଶቁ

     =     𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 
5

2𝑥 − √𝑥ଶ ∙ ට9 +
3

𝑥ଶ

     =     𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 
5

2𝑥 − (+𝑥) ∙ ට9 +
3

𝑥ଶ

  = 

=     𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 
5

𝑥 ∙ ቆ2 − ට9 +
3

𝑥ଶቇ

  =    0  .  

𝑝𝑒𝑟𝑐ℎè   𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 
3

𝑥ଶ
= 0   𝑞𝑢𝑖𝑛𝑑𝑖 𝑖𝑙 𝑑𝑒𝑛𝑜𝑚𝑖𝑛𝑎𝑡𝑜𝑟𝑒  𝑡𝑒𝑛𝑑𝑒 𝑎    (+∞) ∙ (−1) = −∞      𝑠𝑖 𝑐𝑜𝑛𝑐𝑙𝑢𝑑𝑒 𝑐ℎ𝑒 𝑙𝑎 𝑓𝑟𝑎𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒 𝑡𝑒𝑛𝑑𝑒 𝑎  0 . 
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Esempio 6 

𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 
5

2𝑥 − √4 𝑥ଶ + 3
  =   ൬

5

+∞ − ∞
= ? ൰       

I termini di grado massimo sono uguali:  ൫√4𝑥ଶ = 2𝑥൯  =   (2𝑥)     ⇒    si esegue la razionalizzazione. 

Moltiplichiamo e dividiamo per il coniugato dell’espressione  2𝑥 − √4 𝑥ଶ + 3  : 

𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 
5

2𝑥 − √4 𝑥ଶ + 3
    =   𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
 

5

2𝑥 − √4 𝑥ଶ + 3
 ∙  

2𝑥 + √4 𝑥ଶ + 3

2𝑥 + √4 𝑥ଶ + 3
   =   𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
 

5 ∙ ൫2𝑥 + √4 𝑥ଶ + 3൯

(2𝑥)ଶ − ൫√4 𝑥ଶ + 3൯
ଶ    = 

=   𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 
5 ∙ ൫2𝑥 + √4 𝑥ଶ + 3൯

4𝑥ଶ − (4 𝑥ଶ + 3)
   =   𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
 
5 ∙ ൫2𝑥 + √4 𝑥ଶ + 3൯

−3
   =   𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
 −

5

3
∙ ቀ2𝑥 + ඥ4 𝑥ଶ + 3ቁ   =  −∞  . 

𝑝𝑒𝑟𝑐ℎè   𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 ቀ2𝑥 + ඥ4 𝑥ଶ + 3ቁ  =  +∞ + ∞ =  +∞   . 

 
 

Esempio 7 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ ାஶ

 ൫√𝟑𝒙 − 𝟐 − √𝟓𝒙 + 𝟕൯   =   (+∞ − ∞ = ? )       

I termini di grado massimo sono diversi:  (3𝑥)   ≠   (5𝑥)       ⇒    si esegue il raccoglimento a fattor comune. 

𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

൫√3𝑥 − 2 − √5𝑥 + 7൯   =  𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

ቌඨ𝑥 ∙ ൬3 −
2

𝑥
൰ − ඨ𝑥 ∙ ൬5 +

7

𝑥
൰ቍ   =  𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
ቌ√𝑥 ∙ ඨ3 −

2

𝑥
− √𝑥 ∙ ඨ5 +

7

𝑥
ቍ = 

=   𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

√𝑥 ∙ ቌඨ3 −
2

𝑥
− ඨ5 +

7

𝑥
ቍ   =   +∞ ∙ ቌඨ

1

5
− ඨ

1

3
ቍ   =   −∞ . 

perchè   ቆට
ଵ

ହ
− ට

ଵ

ଷ
ቇ    ≅   0,45 − 0,58 ≅  −013 . 

 

II METODO (consideriamo inizialmente gli infiniti di ordine superiore e in seguito il raccoglimento a fattor comune)  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ ାஶ

 ൫√𝟑𝒙 − 𝟐 − √𝟓𝒙 + 𝟕൯   =   𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 ൫√3𝑥 − √5𝑥൯   =   𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

√𝑥 ∙ ൫√3 − √5൯  =  −∞ .  

perchè   ൫√3 − √5൯  è un numero negativo . 
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Esempio 8 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ ାஶ

 ቀඥ𝟑𝒙𝟐 − 𝟓
𝟑

− ඥ𝟑𝒙𝟐 + 𝟕𝒙
𝟑

ቁ   =   (+∞ − ∞ = ? )       

I termini di grado massimo sono uguali:  (3𝑥ଶ)  =   (3𝑥ଶ)     ⇒    si esegue la razionalizzazione. 

Ricordando il prodotto notevole:    (𝐼 − 𝐼𝐼)(𝐼ଶ + 𝐼 ∙ 𝐼𝐼 + 𝐼𝐼ଶ) = 𝐼ଷ − 𝐼𝐼ଷ    

Moltiplichiamo e dividiamo per il falso quadrato  𝐼ଶ + 𝐼 ∙ 𝐼𝐼 + 𝐼𝐼ଶ :   

=    𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 ቀඥ3𝑥ଶ − 5
య

− ඥ3𝑥ଶ + 7𝑥
య

ቁ ∙
ඥ(3𝑥ଶ − 5)ଶయ

+ √3𝑥ଶ − 5
య

∙ √3𝑥ଶ + 7𝑥
య

+ ඥ(3𝑥ଶ + 7𝑥)ଶయ

ඥ(3𝑥ଶ − 5)ଶయ
+ √3𝑥ଶ − 5

య
∙ √3𝑥ଶ + 7𝑥

య
+ ඥ(3𝑥ଶ + 7𝑥)ଶయ

  = 

=    𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

ඥ(3𝑥ଶ − 5)ଷయ
− ඥ(3𝑥ଶ + 7𝑥)ଷయ

ඥ(3𝑥ଶ − 5)ଶయ
+ √3𝑥ଶ − 5

య
∙ √3𝑥ଶ + 7𝑥

య
+ ඥ(3𝑥ଶ + 7𝑥)ଶయ

   = 

=    𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

(3𝑥ଶ − 5) − (3𝑥ଶ + 7𝑥)

ඥ(3𝑥ଶ − 5)ଶయ
+ √3𝑥ଶ − 5

య
∙ √3𝑥ଶ + 7𝑥

య
+ ඥ(3𝑥ଶ + 7𝑥)ଶయ

   = 

=    𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

−7𝑥 − 5

ඥ(3𝑥ଶ − 5)ଶయ
+ √3𝑥ଶ − 5

య
∙ √3𝑥ଶ + 7𝑥

య
+ ඥ(3𝑥ଶ + 7𝑥)ଶయ

   =    0 . 

perché il grado del numeratore (1)  è minore del grado del denominatore   ቀ
ସ

ଷ
ቁ  . 

Oppure considerando gli infiniti di ordine superiore si ha: 

=    𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

−7𝑥

ඥ(3𝑥ଶ)ଶయ
+ √3𝑥ଶయ

∙ √3𝑥ଶయ
+ ඥ(3𝑥ଶ)ଶయ

   =    𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

−7𝑥

3
ଶ
ଷ𝑥

ସ
ଷ + 3

ଶ
ଷ𝑥

ସ
ଷ + 3

ଶ
ଷ𝑥

ସ
ଷ

   = 

=    𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

−7𝑥

3 ∙ 3
ଶ
ଷ𝑥

ସ
ଷ

   =    𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

−7

3
ହ
ଷ𝑥

ଵ
ଷ

  =    
−7

+∞
   =    0 . 
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Limiti di funzioni irrazionali  con forma indeterminata    𝟎
𝟎

= ? 

 

 

Esempio 1 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ 𝟒

 
√𝒙 − 𝟐

𝒙 − 𝟒
  =   ൬

0

0
= ? ൰       

Ricordando il prodotto notevole:    (𝐼 + 𝐼𝐼)(𝐼 − 𝐼𝐼) = 𝐼ଶ − 𝐼𝐼ଶ    

Moltiplichiamo e dividiamo per il coniugato di  √𝑥 − 2 :   

𝑙𝑖𝑚
௫→ ସ

 
√𝑥 − 2

𝑥 − 4
  =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ସ
 
√𝑥 − 2

𝑥 − 4
∙

√𝑥 + 2

√𝑥 + 2
   =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ସ

√𝑥ଶ − 2ଶ

(𝑥 − 4)൫√𝑥 + 2൯
  =  

=    𝑙𝑖𝑚
௫→ ସ

𝑥 − 4

(𝑥 − 4)൫√𝑥 + 2൯
  =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ସ
 

1

√𝑥 + 2
  =   

1

4
 . 

 

Esempio 2 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ 𝟒

 
√𝒙 − 𝟐

𝒙𝟐 − 𝟑𝒙 − 𝟒
  =   ൬

0

0
= ? ൰       

Moltiplichiamo e dividiamo per il coniugato di  √𝑥 − 2 :   

=    𝑙𝑖𝑚
௫→ ସ

 
√𝑥 − 2

𝑥ଶ − 3𝑥 − 4
∙

√𝑥 + 2

√𝑥 + 2
   =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ସ
 

√𝑥ଶ − 2ଶ

(𝑥ଶ − 3𝑥 − 4) ∙ ൫√𝑥 + 2൯
  =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ସ
 

𝑥 − 4

(𝑥ଶ − 3𝑥 − 4) ∙ ൫√𝑥 + 2൯
  = 

e effettuiamo la scomposizione in fattori del polinomio che da origine alla forma indeterminata: 

 1 −3 −4 

 =    𝑙𝑖𝑚
௫→ ସ

 
𝑥 − 4

(𝑥 − 4) ∙ (𝑥 + 1) ∙ ൫√𝑥 + 2൯
  =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ସ
 

1

(𝑥 + 1) ∙ ൫√𝑥 + 2൯
  =    

1

20
  . 4  +4 +4 

 1 +1 = 

 

Esempio 3 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ ି𝟏

 
ඥ𝒙𝟐 + 𝟑 − 𝟐

𝟑 − √𝟖 − 𝒙𝟑
  =   ൬

0

0
= ? ൰       

Moltiplichiamo e dividiamo per il coniugato di  √𝑥ଶ + 3 − 2   e  per il coniugato di 3 − √8 − 𝑥ଷ  :   

𝑙𝑖𝑚
௫→ ିଵ

 
√𝑥ଶ + 3 − 2

3 − √8 − 𝑥ଷ
∙

√𝑥ଶ + 3 + 2

√𝑥ଶ + 3 + 2
∙

3 + √8 − 𝑥ଷ

3 + √8 − 𝑥ଷ
   =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ିଵ
 
ቀඥ(𝑥ଶ + 3)ଶ − 2ଶቁ ∙ ൫3 + √8 − 𝑥ଷ൯

ቀ3ଶ − ඥ(8 − 𝑥ଷ)ଶቁ ∙ ൫√𝑥ଶ + 3 + 2൯
  = 

=    𝑙𝑖𝑚
௫→ ିଵ

 
(𝑥ଶ + 3 − 4) ∙ ൫3 + √8 − 𝑥ଷ൯

[9 − (8 − 𝑥ଷ)] ∙ ൫√𝑥ଶ + 3 + 2൯
  =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ିଵ
 
(𝑥ଶ − 1) ∙ ൫3 + √8 − 𝑥ଷ൯

[𝑥ଷ + 1] ∙ ൫√𝑥ଶ + 3 + 2൯
  = 

Scomponiamo in fattori:   𝑥ଶ − 1 = (𝑥 + 1) ∙ (𝑥 − 1)    e    𝑥ଷ + 1 = (𝑥 + 1) ∙ (𝑥ଶ − 𝑥 + 1) 

=   𝑙𝑖𝑚
௫→ ିଵ

 
(𝑥 + 1) ∙ (𝑥 − 1) ∙ ൫3 + √8 − 𝑥ଷ൯

(𝑥 + 1) ∙ (𝑥ଶ − 𝑥 + 1) ∙ ൫√𝑥ଶ + 3 + 2൯
  =   𝑙𝑖𝑚

௫→ ିଵ
 

(𝑥 − 1) ∙ ൫3 + √8 − 𝑥ଷ൯

(𝑥ଶ − 𝑥 + 1) ∙ ൫√𝑥ଶ + 3 + 2൯
 =  

−2 ∙ (3 + 3)

3 ∙ 4
  =  −1 . 
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Esempio 4 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ ି𝟏

 
√𝒙
𝟑

+ 𝟏

𝒙 + 𝟏
  =   ൬

0

0
= ? ൰       

Ricordando il prodotto notevole:    (𝐼 + 𝐼𝐼)(𝐼ଶ − 𝐼 ∙ 𝐼𝐼 + 𝐼𝐼ଶ) = 𝐼ଷ + 𝐼𝐼ଷ    

Moltiplichiamo e dividiamo per il falso quadrato  𝐼ଶ + 𝐼 ∙ 𝐼𝐼 + 𝐼𝐼ଶ :   

𝑙𝑖𝑚
௫→ ିଵ

 
√𝑥
య

+ 1

𝑥 + 1
  =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ିଵ
 
√𝑥
య

+ 1

𝑥 + 1
∙

√𝑥ଶయ
− √𝑥

య
∙ 1 + 1ଶ

√𝑥ଶయ
− √𝑥

య
∙ 1 + 1ଶ

   =    𝑙𝑖𝑚
௫→ ିଵ

√𝑥ଷయ
+ 1ଷ

(𝑥 + 1)൫√𝑥ଶయ
− √𝑥

య
+ 1൯

  =  

=    𝑙𝑖𝑚
௫→ ିଵ

𝑥 + 1

(𝑥 + 1)൫√𝑥ଶయ
− √𝑥

య
+ 1൯

  =    𝑙𝑖𝑚
௫→ ିଵ

 
1

√𝑥ଶయ
− √𝑥

య
+ 1

  =   
1

3
 . 

 

Esempio 5 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ 𝟏శ

 ቆ
𝟑𝒙𝟐 − 𝟒𝒙 + 𝟏

𝒙𝟐 + 𝒙 − 𝟐
ቇ

𝟏
𝟏ି𝒙

  =   ൬
0

0
= ? ൰       

Effettuiamo la scomposizione in fattori dei polinomi che danno origine alla forma indeterminata: 

 3𝑥ଶ − 4𝑥 + 1 = 3 ൬𝑥 −
1

3
൰ (𝑥 − 1)  =   (3𝑥 − 1)(𝑥 − 1) 

3𝑥ଶ − 4𝑥 + 1 = 0 ;      
∆

4
= ൬

𝑏

2
൰

ଶ

− 𝑎𝑐  =  (−2)ଶ − 3 ∙ 1 =   1 ;        𝑥ଵ,ଶ =  
−

𝑏
2

∓ ට∆
4

𝑎
 =   

2 ∓ √1

3
 =   

𝑥ଵ =
2 − 1

3
=

1

3

𝑥ଶ =
2 + 1

3
= 1

 

 1 +1 −2 

 𝑥ଶ + 𝑥 − 2 =   (𝑥 − 1)(𝑥 + 2)      1  +1 +2 

 1 +2 = 

 

=    𝑙𝑖𝑚
௫→ ଵశ

 ቆ
3𝑥ଶ − 4𝑥 + 1

𝑥ଶ + 𝑥 − 2
ቇ

ଵ
ଵି௫

=  𝑙𝑖𝑚
௫→ ଵశ

 ቆ
(3𝑥 − 1)(𝑥 − 1)

(𝑥 − 1)(𝑥 + 2)
ቇ

ଵ
ଵି௫

 =  𝑙𝑖𝑚
௫→ ଵశ

 ൬
3𝑥 − 1

𝑥 + 2
൰

ଵ
ଵି௫

 = 

=    ൬
2

3
൰

ଵ
ష

=   ൬
2

3
൰

ିஶ

   =   ൬
3

2
൰

ାஶ

 = +∞  
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Limiti di funzioni irrazionali  con forma indeterminata    ஶ
ஶ

= ? 

 

 

Esempio 1 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ ାஶ

 
ඥ𝒙𝟐 + 𝟑

𝟐𝒙 + 𝟓
  =   ൬

+∞

+∞
= ? ൰       

Si esegue il raccoglimento a fattor comune dei termini di grado più alto al numeratore e al denominatore: 

=   𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 
ට𝑥ଶ ቀ1 +

3
𝑥ଶቁ

𝑥 ቀ2 +
5
𝑥

ቁ
  =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
 
√𝑥ଶ ∙ ට1 +

3
𝑥ଶ

𝑥 ቀ2 +
5
𝑥

ቁ
  =    = 𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
 
+𝑥 ∙ ට1 +

3
𝑥ଶ

𝑥 ቀ2 +
5
𝑥

ቁ
    =      𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
 
ට1 +

3
𝑥ଶ

2 +
5
𝑥

   =    
1

2
 . 

𝒑𝒆𝒓𝒄𝒉è     𝒍𝒊𝒎
𝒙→ ାஶ

𝟑

𝒙𝟐
= 𝟎       𝒆      𝒍𝒊𝒎

𝒙→ ାஶ
 
𝟓

𝒙
= 𝟎 

 

Esempio 2 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ ିஶ

 
𝒙𝟑 + 𝟓𝒙 − 𝟐

ඥ𝟒𝒙𝟐 + 𝟑
  =   ൬

+∞

+∞
= ? ൰       

Si esegue il raccoglimento a fattor comune dei termini di grado più alto al numeratore e al denominatore: 

=   𝑙𝑖𝑚
௫→ ିஶ

 
𝑥ଷ ቀ1 +

5
𝑥ଶ −

2
𝑥ଷቁ

ට𝑥ଶ ቀ4 +
3

𝑥ଶቁ

    =    𝑙𝑖𝑚
௫→ ିஶ

 
𝑥ଷ ቀ1 +

5
𝑥ଶ −

2
𝑥ଷቁ

√𝑥ଶ ∙ ට4 +
3

𝑥ଶ

    =    𝑙𝑖𝑚
௫→ ିஶ

 
𝑥ଷ ቀ1 +

5
𝑥ଶ −

2
𝑥ଷቁ

|𝑥| ∙ ට4 +
3

𝑥ଶ

   = 

=   𝑙𝑖𝑚
௫→ ିஶ

 
𝑥ଷ ቀ1 +

5
𝑥ଶ −

2
𝑥ଷቁ

−𝑥 ∙ ට4 +
3

𝑥ଶ

  =   𝑙𝑖𝑚
௫→ ିஶ

 
𝑥ଶ ቀ1 +

5
𝑥ଶ −

2
𝑥ଷቁ

−ට4 +
3

𝑥ଶ

  =   −∞ . 

𝑝𝑒𝑟𝑐ℎè      𝑙𝑖𝑚
௫→ ିஶ

 
5

𝑥ଶ
= 0                  𝑙𝑖𝑚

௫→ ିஶ
 

2

𝑥ଷ
= 0                            𝑙𝑖𝑚

௫→ ିஶ
 

3

𝑥ଶ
= 0 

Quindi, il numeratore tende a  +∞  mentre il denominatore tende a   −2 , si conclude che la frazione tende a  −∞. 

 

Esempio 3 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ ାஶ

 
ඥ𝟓𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 − 𝟔

𝟕𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 + 𝟒
  =   ൬

+∞

+∞
= ? ൰       

Si esegue il raccoglimento a fattor comune dei termini di grado più alto al numeratore e al denominatore: 

=   𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 
ට𝑥ଶ ∙ ቀ5 +

3
𝑥

−
6

𝑥ଶቁ

𝑥ଶ ∙ ቀ7 +
2
𝑥

+
4

𝑥ଶቁ
   =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
 
√𝑥ଶ ∙ ට5 +

3
𝑥

−
6

𝑥ଶ

𝑥ଶ ∙ ቀ7 +
2
𝑥

+
4

𝑥ଶቁ
   =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
 
|𝑥| ∙ ට5 +

3
𝑥

−
6

𝑥ଶ

𝑥ଶ ∙ ቀ7 +
2
𝑥

+
4

𝑥ଶቁ
  = 

= 𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 
+𝑥 ∙ ට5 +

3
𝑥

−
6

𝑥ଶ

𝑥ଶ ∙ ቀ7 +
2
𝑥

+
4

𝑥ଶቁ
 =     𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
 

ට5 +
3
𝑥

−
6

𝑥ଶ

𝑥 ∙ ቀ7 +
2
𝑥

+
4

𝑥ଶቁ
   =    0            

𝑝𝑒𝑟𝑐ℎè        𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

3

𝑥
= 0              𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ

6

𝑥ଶ
= 0             𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
 
2

𝑥
= 0                      𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
 

4

𝑥ଶ
= 0 

Quindi, il numeratore tende a  √5 , mentre il denominatore tende a   +∞ ,  si conclude che la frazione tende a  0 . 
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Esempio 4 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ ାஶ

 
𝟏 + ඥ𝒙𝟐 + 𝟏

𝒙
  =   ൬

+∞

+∞
= ? ൰       

Si esegue il raccoglimento a fattor comune dei termini di grado più alto al numeratore e al denominatore: 

=   𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 
1 + ට𝑥ଶ ቀ1 +

1
𝑥ଶቁ

𝑥
  =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
 
1 + √𝑥ଶ ∙ ට1 +

1
𝑥ଶ

𝑥
  =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
 
1 + 𝑥 ∙ ට1 +

1
𝑥ଶ

𝑥
  = 

  =      𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 

⎝

⎛
1

𝑥
 +

𝑥 ∙ ට1 +
1

𝑥ଶ

𝑥

⎠

⎞    =     𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 ቌ
1

𝑥
 + ඨ1 +

1

𝑥ଶ
ቍ   =   1 .  

𝑝𝑒𝑟𝑐ℎé   𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

1

𝑥
= 0       𝑒      𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
 

1

𝑥ଶ
= 0 

Oppure 

𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

 
1 + 𝑥 ∙ ට1 +

1
𝑥ଶ

𝑥
  =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
 

𝑥 ∙ ቆ
1
𝑥

+ ට1 +
1

𝑥ଶቇ

𝑥
   =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
 ቌ

1

𝑥
+ ඨ1 +

1

𝑥ଶ
ቍ   =    1 . 

 

Esempio 5 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→ ିஶ

 
𝟏 + √𝟑𝒙𝟐 − 𝟓

𝟐𝒙
  =   ൬

+∞

−∞
= ? ൰       

Si esegue il raccoglimento a fattor comune dei termini di grado più alto al numeratore e al denominatore: 

=   𝑙𝑖𝑚
௫→ ିஶ

 
1 + ට𝑥ଶ ቀ3 −

5
𝑥ଶቁ

2𝑥
  =    𝑙𝑖𝑚

௫→ ିஶ
 
1 + √𝑥ଶ ∙ ට3 −

5
𝑥ଶ

2𝑥
   =    

𝑙𝑖𝑚
௫→ ିஶ

 
1 + (−𝑥) ∙ ට3 −

5
𝑥ଶ

2𝑥
    =      𝑙𝑖𝑚

௫→ ିஶ
 

⎝

⎛
1

2𝑥
−

ට3 −
5

𝑥ଶ

2

⎠

⎞     =    −
√3

2
  . 

𝑝𝑒𝑟𝑐ℎé   𝑙𝑖𝑚
௫→ ାஶ

1

2𝑥
= 0       𝑒      𝑙𝑖𝑚

௫→ ାஶ
 

5

𝑥ଶ
= 0 

 


