FUNZIONE CONTINUA

Definizione

LIMITI

Calcolo di limiti

Una funzione f(x) sidice continua in un punto x, quando il limite xlf;lo fx) = f(xo)
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La funzione f(x) non ¢ definita in x,

ma esiste il limite xl_if? fx) =1
0

La funzione f(x) ¢ definita in x,

ma il limite lim f(x) = 1 # f(xo)

La funzione f(x) ¢ definita in x,

cil limite lim f(x) = f(xo)

La funzione f(x)

non é continua in x,

La funzione f(x)

non é continua in x,

La funzione f(x) e continua in x,

Definizione

Una funzione f(x) sidice continua a destra in un punto x, quando il limite

Una funzione f(x) sidice continua a sinistra in un punto x, quando il limite

Jim fG) = f(xo)
Jim f() = f(xo)

F ) o

X / - x
o

Flxg) @

La funzione f(x) & continua a sinistra in x,

La funzione f(x) & continua a destra in x,

Definizione

Una funzione f(x) e continua in un intervallo I quando ¢ continua in ogni punto dell’intervallo I .

Una funzione continua in un intervallo [ ¢ quella il cui grafico ¢ una curva senza interruzioni (retta, parabola, ...)
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FUNZIONI CONTINUE ELEMENTARI

Le principali funzioni continue sono:

La funzione razionale intera y = ag + a;x + a,x? + azx3+. . . +a,_1x" ' +a,x™ ¢& continua Vx ER.
. . N . . .
La funzione razionale fratta y = % ¢ continua nell’insieme {x € R / D(x) # 0}.

La funzione irrazionale di indice dispari y = DiSparW ¢ continua Vx ER.

La funzione irrazionale di indice pari y = P‘"m ¢ continua nell’insieme {x €R / f(x)=0}.
La funzione logaritmica y = log, x ¢ continua nell’insieme {x €R / f(x)> 0}.

La funzione esponenziale y = a/® ¢ continua Vx €R .

La funzione esponenziale y = f(x)9%) ¢ continua nell’insieme {x €R / f(x) > 0}.

Le funzioni goniometriche y =sinx ¢ y =cosx sono continue Vx ER.

La funzione goniometrica y = tan f(x) ¢ continua nell’insieme {x ER/ f(x)# §+ kn} .

La funzione goniometrica y = cotan f(x) ¢ continua nell’insieme {x € R / f(x) # km}.

La funzione goniometrica y = arcsin f(x) ¢ continua nell’insieme {x e R / —1 < f(x) < 1}.

La funzione goniometrica y = arccos f(x) ¢ continua nell’insieme {x eR / —1 < f(x) < 1}.

La funzione goniometrica y = arctan f(x) ¢ continua Vx ER.

LIMITI DELLE FUNZIONI ELEMENTARI

11 calcolo del limite di una funzione continua, per x — X, risulta particolarmente semplice. Infatti:

Il limite di una funzione continua f(x) per x = x, lim f(x) = f(x,)
¢ uguale al valore della funzione nel punto x . xX= Xo

Esempi

lim (5x~3) = f(2)=5-2-3=7

lin% (3+4x—5x2+x3) = 34+4-2-5-22+2% = 3+48-20+8 = -1

xX—

.y 2x—x®  2:2-2° -4 )

S 3x—4 T 32-4 2 T

lim, V2x—5x2+x3 = 2. (-1)-5-(-1)2+(-1)3 = ¥=2-5-1 = V-8 = Y(-2)3 = -2
X —

lim Yx-3 = 3 perché in —1 la funzione non ¢ definita.

x— -1

Lim Vxz+2x+1 = Y32+42-3+1 = Y16 = Y2t = 2

x—

lim log, (x+5) = log,8 = 3 lim log, 1—x) = &
x—3 x—3

lim 22%°1 = 22371 = 25 = 32

x— 3
lim (5—-x)?**% = (5-3)%3%1% = 22 = 4 lim (1—-x)*? = 4
x— 3 x— 3
T T
lim sinx = sin— = 1 lim tanx = tan— = 1
x_g 2 ,H% 4
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LIMITI DELLE FUNZIONI ELEMENTARI AGLI ESTREMI DELL’INSIEME DI DEFINIZIONE

11 limite di una funzione puo essere ricavato anche dall’analisi del suo grafico.

Funzione potenza

Jiapaei

¥ y=1

lim xP%l = 4oo

lim xP¥ = 4o dispari _

lim xdisrart — oo

lim x —00
X— —00 X— 400 X— —00 X— +0oo
Funzione radice
g : £
y =" ¥ y=""vr
% i x
0
. i . i . dispari . dispari
lim ""Vx = 0 lim ""Vx = 4o lim Lspm{/} = — lim lsparxl/f =+
x- 0t xX— +00 xX— —00 X— +00

Funzione esponenziale

l<a<l

lim a* = 07

X— —00

lim a* = 4

X— —00

lim a* =+

X— 400

lim a* =0%
X— +00
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Funzione logaritmica

a1l v y=log.x 0<a<1l |y\ y=log,x
0 X
0 A=(1,0)
a ¥
lim log,x = — lim log,x = +oo lim log,x = + lim log,x = —o0
x—- 0t XxX— +00 x- 0t XxX— +00
Funzione tangente
: : ¥ ly=tanz |! p
| | | | ¥
: ! ! : Yy = arctan r
| | | T L e o s
| | 0 | 3 ] X
! T 0 w2 ST F 3
] 1 1 ] []
| | | N B e TH24-----—--—-—— - - - -
lim tanx = —oo lim _tanx = 4oo . s . n
T\t T lim arctanx = —— lim arctanx = —
x> (5) =2 X— —0 2 x— 400 2
Esempi
lim x°> = —oo lim x® = +oo lim ¥Yx = +o
X——00 X——00 X—>+0o0
2 X
lim (—) = +o0 lim 5% = 0% lim logsx = —o
x-—00 \3 X——00 x— 0t
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ALGEBRA DEI LIMITI

Per effettuare il calcolo dei limiti sono utili i seguenti teoremi relativi alle operazioni sui limiti.
Questi teoremi sono validi sia nel caso di limiti per x tendenti a valori finiti, sia per x tendenti a valori non finiti.

Teorema 1 - Le funzioni hanno limite finito

lm [f)+g()] = L+m

lm [f(x)—g()] =1-m
Siano f(x) e g(x) definite in un intorno Iy, — {x,} 2
lim [f(x)-g(x)] =1-m
X—>Xg
lim f(x) =1
. lim [k-f(x)] = k-1 vk €R
= X—>Xg
lim g(x) = m im [f(x)]™ =1"  vneN-{0}
0 X—Xo
l
con LmeR e xy€RU{too} im @=— sem=*0
ox gx)  m
1 1
lim —— = — sem=#=0

xx g(x)  m

Teorema 2 - Le funzioni non hanno entrambe limite finito

lim f(x) @ lim g(x) lim[f(x)+gXx)]
X—>Xq X—Xq X—Xg
l +o00 l+ 00 =+
l —00 N l— 00 =—00
Eee) 400 400 + 00 = 400
— 00 —00 —00 — 00 = —00
+o0 —0o0 400 —00 = 7?
. . lim x)-g(x
tim 00| tim 00 lim [f(x)-g(x)]
0 0 Secondo la regola dei segni
l o = l-0 =0
(0 0] (0 0] o0 00 = 0O
0 00 Q0-c0=7?
: : lim f_(x)
xlgggo f(x) xlgggo gx) x-xg (%)
Secondo la regola dei segni
00
l 0 L =
= 0
00
00 l — =00
l
0
0 0 — =7
0
0
0 0 —_=?
0
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Esempio 1

Consideriamo i due limiti tendenti allo stesso valore finito 1 :
lim (5x—-3) = 2 e lim (6 —2x) = 4
x-1 x-1

Calcoliamo il limite della somma algebrica delle due funzioni:
lirrll [(5x—3)+ (6 —2x)] = lirrll [5x —3+6—2x] = lirrll [Bx+3]=3-1+3=6
xX— xX— xX—

Osserviamo che tale limite e uguale proprio alla somma dei due limiti 11 +1, =2+4=6 .

Esempio 2
Se lirrll (2x-5)=-3, allora lirrll 4-2x—-5)=4-(-3)=—-12.
x— x>

Infatti: lim 4-(2x—5) = lim (8x —20) = —-12.
x—-1 x-1

Esempio 3
Se lirrll(Zx—5)=—3 e lirrlz(4+x)=5, allora lirrlz(Zx—S)-(4+x)=—3-5=—15.
x— x> pidd

Infatti: lin} 2x—=5)-(4+x) = lirrll (2x% 4+ 3x — 20) = —15.
x— x>

Esempio 4
Se lirrll (2x+1)=3 allora lirrll 2x+1)? = (3)2 = 9
xX—> xX—

Infatti: lin} 2x+1)? = lin} (4x?+4x+1) = 9.
X— X—

Esempio 5
. . 5
Se )lcll’)rzl (—3X) = -6 e izr% m = 400
. . . l' 3 5 p—
Allora il limite del prodotto vale: xL_T)rzl( x) m =
FORME INDETERMINATE
Nella tabella ci sono delle celle senza risultato; +00 — co = 7? 0-c0=7 g =7 g =7

Esse rappresentano delle forme indeterminate o di indecisione, perché il risultato dell’operazione non € univoco.

A tal proposito consideriamo i seguenti esempi:

Esempio 1
Se lim 2x = 4o e lim —5x = —oo
x—+00 x—+00
allora lim [(2x)+ (-5x)] = lim (—-3x) = -
X—+00 X—+00
Esempio 2
Se lim 5x = 4o e lim —3x = —
X—+00 X—>+00
allora lim [(5x)+ (-3x)] = Ilim (2x) =4
x—>+00 x>+
Esempio 3
Se lim (2x+3) = 4+x e lim (1-2x) = —
x—+00 X+

allora Ilim [QRx+3)+(1-2x)] = liT 4)=14
X—>+ 00

X—+00

In questi tre esempi 1 risultati ottenuti dal calcolo del limite della somma +o00 — oo sono uno diverso dall’altro.

Pertanto non ¢ possibile definire una regola che permette di effettuare il calcolo 400 — oo in maniera univoca.
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Esempio 4

3 3
Se lim (5x*) =0 lim — = +oo lim — = +oo
x—0 x—-0 X x-0 X
S 3
Allora il limite del prodotto: lim(5x*)-— = Ilim(15) = 15
x—0 x4 x—0
S 15
Mentre il limite del prodotto: lim (5x%)-— = lim — =+
X0 x© x>0 X

In quest’ultimo esempio i risultati ottenuti dal calcolo del limite del prodotto 0 - co sono uno diverso dall’altro.

Pertanto non ¢ possibile definire una regola che permette di effettuare il calcolo 0 - oo in maniera univoca.

IL LIMITE DELLA POTENZA

Teorema — Potenza con esponente un numero reale

Se n€R—{0} e lim f(x) = l€ER = lim [f(x)]" ="
XX X—=X0
Esempio 1
Se lim (4x—5) =3 allora lim (4x—5)?> = 32 = 9,
x—2 x> 2
Esempio 2

Se lirr% (4x+1) =9 allora lirré Vax+1=3
xX— X—

Teorema — Potenza con esponente una funzione

fim fOO | lim g(x) lim [ f(x)]9%
0 00 0 =7
+o0 +o0 (+00)*t® = 40
—co (+©) ™ =0
0 0°0=7
0 +oo 0t® =
—00 07 =+4o0
0 = 19=1
1
0 1® =72
0 1°=1
0<i<1 +00 r* =0
—0o0 I = 400
0 =1
[>1 +00 [*° = 400
—oo =% =
Nella tabella ci sono tre forme indeterminate: +co © = ? 00="7? 1° =7
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LIMITI NOTEVOLI

1 X
lim (1 + —) =e
xX— oo X
Da dimostrare
. In(1+x)
im——=1
x—0 X

Dimostrazione

In(1+x) _ (0 )

— =2

li
m 0

x—0 X

e = 2,71828182.

. .numero di Nepero

Applichiamo la proprieta dei logaritmi.:

In(1+x)
m—

x—0

1
. = jlcl_r)ré;-ln(1+x) =

1
limin(1+x)x
x—0

Per la continuita della funzione logaritmica:

1
In [lim (1 +x)§] =
x—0

. 1
Poniamo ~= t
Per

Sostituendo si ha:

x—-0

=In [lim

(+3) |

t— oo

log,(1+ x)
m ——————————————

= log, e
x—0

Da dimostrare

Dimostrazione

i e*—1 (0_?>
m = 0—.

x-0 X

Poniamo:
ef—1=t = e*=1+t =

Per x -0 =

x=In1+1)

_ t
o aTo

lim

50 Im(1+t) 1

1 1

t

oa*—-1
lim =
x— 0 X

Da dimostrare

1+ xk-1
lim ————
x—0 X

=k

Da dimostrare

. (logq x)?P
lim ———=
x— +0o xn

0 lim —=0

lim

log, x)P
(g,;):0

X— +00 a

Va>1

vn>0 Vp>0
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. sinx
lim =1
x—0 X

Da dimostrare

) X
lim — =M
x—0 Sinx

Dimostrazione

X 0
lim = (—=?>

x—0 Sinx 0
. x . x . sinx
lim — = liml- — = lim1l: = 1:1=1.
x—0 Sinx x>0  sinx x>0 X
. tanx
lim =
x— 0 X

Dimostrazione
. tanx 0
lim = (==7
x—0 X 0
Facciamo comparire la funzione seno esplicitando la funzione tangente:

sinx . 1 . 1 1
tanx sinx sinx
lim = lim £5% = |im — = lim : =1=-=1.
x>0 X x—~0 X x>0 COSX X x>0 X COSX 1
. 1—cosx
lim———=0
x— 0 X

Dimostrazione
. 1—cosx 0
lim ——— = | ==7?
x—0 X 0
Facciamo comparire la funzione seno moltiplicando numeratore e denominatore per il fattore 1+ cos x:

. 1—cosx 1+cosx , 1—cos?x , _ - 5 ,
lim . = lim ———— = ricordando larelazione sin“x =1-—cos*x siha:
x- 0 x 1+ cosx x>0 x (14 cosx)

~ sin’x 1 . sinx 1 1
= lim . = lim -sinx— = 1:-0-= = 0.
x>0 x (14 cosx) x>0 X 1+ cosx 2

~ 1—cosx 1
fci"(% x?2 T2

Dimostrazione

lim 1—-cosx (9_7>

x—0 x2 0 '

Facciamo comparire la funzione seno moltiplicando numeratore e denominatore per il fattore 1+ cos x:

. 1—cosx 1+cosx , 1—cos?x , _ - 5 ,
lim 5 . = lim — = ricordando larelazione sin“x =1—cos“x siha:
x>0 X 14 cosx x>0 x%-(1+ cosx)

.y sin?x 1 .y sinx sinx 1 L1 1 )
= lim . = lim . . = 11— = 1.
x>0 x2 (14 cosx) x>0 X x 1+4+cosx 2
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