Equazioni letterali fratte di II° grado

Un’equazione letterale fratta € un’equazione fratta che contiene, oltre la lettera che rappresenta I'incognita
dell’equazione, altre lettere, dette parametri, che rappresentano numeri ben determinati, cioé aventi
valore costante ma non indicato.

La risoluzione di un’equazione letterale fratta, detta discussione, consiste nel determinare come variano le
sue soluzioni al variare dei valori assunti dai parametri che in essa compaiono.

Per risolvere un’equazione letterale fratta occorre:

1.
2.

Scomporre in fattori i denominatori e calcolare il m.c.m.

Determinare le condizioni di esistenza, cioé quei valori dei parametri che fanno perdere di significato
I’equazione (per tali valori non ha senso risolvere I'equazione)

Determinare le condizioni di accettabilita delle incognite. Tali condizioni sono utilizzate nella fase
finale della discussione per stabilire I'accettabilita delle soluzioni trovate.

Ridurre I’'equazione a forma normale e studiare i vari casi:

equazione che si riduce a I° grado
equazione completa con A> 0
equazione completa con A= 0
equazione completa con A< 0

Discutere le soluzioni trovate confrontandole con le condizioni di accettabilita delle incognite (punto3)

Effettuare il riepilogo finale.
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Esercizio 270.428
a+?2 1

xz—x+ax—a+x—1_2
Soluzione
a+2 1
x(x—1)+a(x—1)+x—1=2; CE: x+1 N x#-—a

a+?2 1 —.
(x—1)(x+a)+x—1_ ’
a+2+1-(x+a)=2-(x—D(x+a) ;

m.c.m.= (x —1)(x + a)

a+2+x+a=2-(x>—-x+ax—a) ; a+2+x+a=2x%—-2x+2ax —2a ;
a+2+x+a—2x2+2x—2ax+2a=0; —2x>+(1+2-2a)x+4a+2=0;
2x2+ 2a—-3)x—4a—-2=0; A=2; B=2a-3; C=-4a-2

Essendo A = 2, l’equazione non é mai di I grado.

A= B>—4-A-C = 2a—3)?—4-2-(—4a—-2) = 4a*+9—-12a+32a+16 =
= 4a%2+20a+25 = (2a+5)?.

A<0; (2a+5)?%<0 #Aa €R.

5
5 -BFVA —-(2a-3)FV0 —(2'(—7)—3)
= . 2: . = —— —3 = = =
A=0; (2a +5) 0; a 5 X12 52 > 2
—-(-5-3) 8
4 4
5 —-BFVA —-(2a-3)FJ(2a+5)?
A>0; (2a+5)?>0; Vva # —— = Xq9 = = ( ) ( )=
2 ’ 2-A 2-2
—2a+3—-2a-5 —-4a-2 1
_ x1= = = —q——-
_ —(a-3)F(2a+5) 4 4 2
4 _“2a+3+2a+5 _8
2= 4 B
Tali soluzioni sono accettabili se verificano le condizioni di accettabilita x #1 N x # —a
+1; 1¢1- ¢1+1' * >
X ; a=- ; a 5 a > -
X, #1; 2#F1; Va€eR .
* ; 1¢ ; 1¢0' Va €R
X1 a; a > a; B ; a .
X, # —a; 2# —a; a*—2.
3 ~ 1 ( 3) 1.3 1_2_, ceabil
Sea=—§ X =-a-5= ) 3537535 non accettabile
X, =2 accettabile
= 1 2 1—2 = bil
Sea=—2 x1——a—§——(—)—§— —5=5  accettabile
X, =2 non accettabile
X, = 2 non e accettabile perché (perle C.E.) deve essere x + —a (maa = —2) cioé x + 2 .
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Riepilogando:

Parametro Tipo di Equazione Soluzioni
Aa €ER Equazione di I° grado -
Aa €ER Equazione Completa con A < 0 -
a= —; Equazione Completa con A= 0 X1, = 2

¢5/\¢3/\¢2
a2a2a

Equazione Completa con A > 0

Due soluzioni reali e distinte
1
Xx1=—a—-5 A X, =2

3 E ;
a=—- Equazione Completa con A > 0 accettabz.l e solo la_seconda
2 soluzione x, = 2

E accettabile solo la prima
a=-2 Equazione Completa con A > 0

. 3
soluzione x; = 2
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Esercizio 270.432
6a? 6a’® ~ Ba-1)x

> >+ == CE: x#+a N x*+—-—a N x#1
X< —a X“—x+ax—a x‘—x—ax+a

Soluzione

6a’ 6a’ _ Ba-Dx _ .
(x+a)(x—a)+(x—1)(x+a)_(x—l)(x—a) ; m.em.=(x+a)(x—a)(x—1)
6a’(x —1) +6a’(x—a) = (x + a)(Bax — x) ;

6a’x — 6a* + 6a*x — 6a® = 3ax? —x% + 3a’x —ax;

6a’x — 6a® + 6a’x —6a® —3ax? +x* —3a’x+ax=0;
(1 —3a)x? + (6a% + 6a% —3a®? + a)x — 6a® — 6a°® = 0;
(1 -3a)x?+ (9a® +a)x —6a?—6a®>=0; A=1-3a; B=9a’+a; C=-6a?-6a°

1, L L 1\2 1 1\2 n3 _

Se a=z l’equazione e di I grado. La soluzione é: [9 (5) +§]x —6(5) —6(5) =0;
[1+3]x -2-2=0; 32x-2-2=0; 12v-6-2=0; 12r=8; x=2.
3 3 9 3 3 9 3

A= B’—4-A-C = (9a® +a)? —4(1 —3a)(—6a? —6a3) =
= 81a* + a? + 18a® — 4(—6a? — 6a® + 18a® + 18a*) =
= 81a* + a? + 18a® + 24a? + 24a3® — 72a® — 72a* =

=9a* —30a% + 254> = a?(9a%?—-30a+25) = a?(Ba-5)?2.
A<0; a?(Ba—-5)><0 H#Aa €ER.
a=0
A=0; a?’(Ba—-5)2=0; a="2
3
Sea=0 TBEVA_ %ef-a 0, L ttabil
= = = = = — =
ea X1 W 2 (1-30 2 alore non accettabile,
perche (perle C.E.) deve essere x #a (maa =0) cioé x #0 .
5\° 5 5 -75-5
c - -BFVA  —9a’>-a —9(§) -3 —2-3 —3— 801 10
e a=-— x1'2= - = - — = = : — = — - —— = —
3 2-A 2-(1-3a) 2.(1_3_%) 2-(1-5) 8 3 8 3
5 —-BFVA —9a® —a¥F.a%(3a-5)2
A>0; 2Ba—-5)2>0; 0 A = = = = =
a*(3a —5) a # a¢3 X12 > A 71— 3a)
—9a®?—-a—3a%?+5a 4a—12a®> 4a(1-3a)
X1 = = = =
_ —9?-a¥aBa-5 _ ! 2-(1-3a) 2-(1-3a)  2-(1-3a)
2-(1-3a0) _—9a®-a+3a®-5a —6a-6a® —6a(l+a) 3a+3a’
2T T 1 -3a) 2-(1—-3a) 2-(1-3a) _ 3a-1
Tali soluzioni sono accettabili se verificano le condizioni di accettabilita x # +a N x+*—a AN x#1
x4 #* +a; 2a + +a; a+0.
X, # —a; 2a + —a; 3a+0; a=#0.
x, #1; 2a #1; a;t%.
3a + 3a?
X, # ta; W¢+a; 3a+3a2¢3a2—a; 4a # 0; a+0.
3a + 3a? X , , a#0
X, #—a; ———#—a; 3a+3a®+#-3a’+a; 6a’+2a+0; 2a(Ba+1)#0; 1,
3a—1 a+——
3a + 3a?
X, #1; Wil; 3a+3a®+3a—-1; 3a%2 = —1; Va€ER.
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X, =2 5= 1 non accettabile
1 2
sasrp  _sdes@) 343 8 ea s
X, = = = =—-—=— accettabile.
3.1_ 3., 322 41 2
2 2 2
1 2 )
Xy =2 (— §> =-3 accettabile
2
R NG LEIC Rt = SR |
X, = = =—==—-—=—- nonaccettabile perche x *# —a; x *# = .
3(_1)_1 -1-1 -2 32 3 3
3
Parametro Tipo di Equazione Soluzioni
Aa ER Perde significato -
2
a= 3 Equazione di I° grado x = 3
Aa €ER Equazione Completa con A < 0 -
a=0 Nessuna soluzione reale
c Equazione Completa con A =0 Equazione lm;l)gsmblle
a= § x1,2 = ?
Due soluzioni reali e distinte
5 1 1 . 2
a;tO/\a:;tg /\a;tz/\ a¢i§ Equazione Completa con A > 0 =24 A x _3a+3a
e " 3a-1
1 E accettabile solo la seconda
a=+— Equazione Completa con A > 0 . 9
2 soluzione x, = 2
1 E accettabile solo la prima soluzione
a= ~3 Equazione Completa con A > 0 v = 2
=73
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Esempio 1

x*?—x(b—a) ab
+

=0

x—>b b—x
L’equazione si puo scrivere:
x>—x(b—a) ab 0

x—Db x—b
Condizione di accettabilita: x = b .

Moltiplicando peril m.c.cm.=x —b + 0 si ha:

x2—(b—a)x—ab=0; A=1 B=—(b—a) C

Il
)
o

Essendo A =1 I'equazione non é mai di I° grado.
A= (b—a)?+4ab = b? + a® — 2ab + 4ab = b? + a? + 2ab = (b + a)?
A>0 per b+a+*0 cioé a+ —b

__b-a-b-a _
_ —bFVA _ b-aF/Ota)? _ b—aFta) 1T 5, - @
X2 = = 21 - 2 - b-a+b+a
X, =——=b
2
X; = —a ¢ accettabile se essa e diversada b, cioé se a # —b

X, = b non é accettabile perché non verifica la condizione di accettabilita discussa all’inizio.

—bFVE  b+bFVO  2b non é accettabile perché non soddisfa la
A=0 per a=—b:,>x12: = = — = .. . g s gs ye s
' 2a 21 2 condizione di accettabilita discussa all’inizio.
Riepilogando:
Valore del parametro Tipo di equazione Soluzioni
a=-b Equazione impossibile
a#-b Equazione completa con A >0 Xq=-a
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Esempio 2

Condizione di esistenza: a # 0. Pera = 0 I'equazione perde significato
Condizione di accettabilita: Vx € R

Riduzione a forma normale:
moltiplicando per: a # 0 siha: x* =a

2x2 —2x; |(1—a®x%+2x=0]

Discussione:
Per 1—a? =0 cioé: a=—1 oppure a=1 siha: 2x =0; x =0.
x=0
Per 1—a?+#0 siha: x-[(1—a®)x+2]=0; x =2
az-1
A=4>0 Va€eR
Riepilogando:
Valore del parametro Tipo di Equazione Soluzioni
a=0 Equazione che perde significato
a=-1 oppure a=1 Equazione di I° grado determinata x=0

a+0 e a#—-1 e a#1 | Equazione determinata con A> 0 X =0 e x,=
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Esempio 3

x —a? x? b?

T =

x — b? a’ x

Condizione di esistenza: a # 0. Pera = 0 I'equazione perde significato
Condizione di accettabilita: x #0 e x # b?.

x%? —a’x b?*x?

x — b2 a’x
x% —a’x b%x
x — b2 a?

Riduzione a forma normale:

moltiplicando per: a?(x —b%?) #0 siha: a?(x? —a®x) = b?x(x — b?);

a’x? —a*x = b2x? — b*x; a*x?—-a*x—b*x?2+b*x=0; (a?-b*)x*>—(a*-bHx=0;
x=0

(@>-b>)x—(a*—bH) =0

x-[(@® —bPx — (a* —bN)] = 0]

Discussione:

Per la condizione di accettabilita posta all’inizio, la soluzione x = 0 non é accettabile.
Nella seconda equazione: (a? — b?)x — (a* — b*) = 0;

Se a> —b?>=0; cioése: Se a=Fb = 0-x=0 equazione indeterminata.

N — 4_ 14 2 b2 2_b2
Se a> —b*>#0; cioése: Se a+ ¥b = x=azb:(a+ (e ):a2+b2
a?-b? a?-b?

Tale soluzione é accettabile se: a*> +b*+0 e a®+ b? + b?

a’? + b%? # 0 sempre; perche, per la condizione di esistenza, a # 0 e quindi anche a® + b # 0.
a’ + b% # b?; a’?#0; a#0

Riepilogando:
Valore del parametro Tipo di Equazione Soluzioni
a=0 Equazione che perde significato
a0 A a=%+b Equazione indeterminata
a#0 A a#Fb Equazione determinata x = a? + b?

Matematica www.mimmocorrado.it 8



Esempio 4

1 +1_1+ 1
x+1 x k k+1

Condizione di esistenza: k+0 e k+ —1. Perk =0 e k = —1 I'equazione perde significato.
Condizione di accettabilita: x +#0 e x +#—1.

Riduzione a forma normale:
moltiplicando per: kx(x + 1)(k + 1) # 0 si ha:

kx(k+1D)+k(k+D(x+1)=x(k+1D(x+1)+kx(x+1);

k2x +kx + k?x + kx + k% + k = kx? + kx + x? + x + kx? + kx;

k?x+k*x + k> +k—kx? —x?>—x—kx?=0; 2k’x+k?*+k—2kx*>—x>—-x=0
—QRk+1Dx*>+ Rk ?—Dx+k?+k=0;

k+1)x?—2k>—1Dx—(k*+k)=0| A=2k+1 B=-2k*-1) Cc=-(k*+k)

) o — 1 _(1_ _(_Y_po. 1 I_o. =_1
A = 0 (equazione di I° grado) per k = 5= (2 1)x (4 2)—0, 2x+4—0, xX=—:
A= (2k? —1)? + 4k + 1) (k? + k) = (2k? + 2k + 1)?

A>0 per 2k*+2k+1+0; maessaésempre diversa da zero poiché non si annulla mai.

Pertanto sotto le condizioni di esistenza, k + 0 e k # —1, si ottengono le soluzioni:

—bFVA 2k —1FJQk2+2k+1)? 2k*—1F 2k*+2k+1) _

X12 =

2a 2-(2k+1) a 2-k+1)
2k? —1—-2k* -2k —1 -2 -2k 1+k
T 2-(2k+1) T2 Qk+D  2k+1
C 2kP—1+42k*4+2k+1  4k*+2k  2k(2k+1)
X2 = 2-(2k + 1) T2-2k+1) 2-@2k+D
Tali soluzioni sono accettabili se verificano le condizioni di accettabilita: x +0 e x + —1. Cioe:
—1+k #0; 1+k+#0; k+-1 k+-1
2k +1 ’ ’
1+k
— *—1; 1+k+2k+1; k+0 k+0
2k+1

Ma tali valori sono gia stati esclusi in precedenza nella condizione di esistenza, pertanto I’'equazione risulta
sempre determinata nel dominio delle incognite (x # 0 e x + —1).

A= 0 per nessun valore di k

A< 0 per nessun valore di k

Riepilogando:
Valore del parametro Tipo di equazione Soluzioni
k=0 v k=-1 Equazione che perde significato
k= —% Equazione di I° grado x = —%
k+0 AN k+-1 AN k+ —% Equazione completa con A >0 Xy =— 21k++k1 e x,=k
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Esercizio 414.75

y+a+2(y—a)_3a2+10ay
y—a y+a  y?-—a?

Condizione di accettabilita: y + —a e y +a.

Moltiplicando peril m.c.m.=y? —a? #0 siha:

(v + a)? + 2(y — a)? = 3a® + 10ay ;

y2+a? + 2ay + 2(y? + a®> — 2ay) — 3a* — 10ay =0 ;
y?+a® + 2ay + 2y%* + 2a* — 4ay — 3a* — 10ay =0 ;

3y2 —12ay =0 ;
-0 - y=0
3y(y —4a)=0; = Y = 4a
La soluzione y =0 éaccettabilese: 0 +# —a e 0+ a cioése a+0

La soluzione y = 4a e accettabilese: 4a + —a e 4a+a cioése a+0

Valore del parametro Tipo di Equazione Soluzioni
a=0 Equazione impossibile
a*+0 Equazione spuria vi=0 A y,=4a

Esercizio 414.76

ax N 3a _15a
x—2 x+1 4

Condizione di accettabilita: x #2 e x # —1.

Moltiplicando per il m.c.m.= 4(x —2)(x + 1) # 0 si ottiene:
dax(x+1) + 12a(x — 2) = 15a(x — 2)(x + 1)

4ax? + 4ax + 12ax — 24a = 15a(x? —x — 2)

4ax? + 4ax + 12ax — 24a — 15ax? + 15ax + 30a = 0
—11ax? + 31lax + 6a = 0

11lax? — 3lax — 6a = 0

Sea=0 = O0x =0 -equazione é indeterminata.
Se a # 0 dividendo per a si ottiene:

11x2-31x—6=0

_31-35 _ -4 2 ttabil
o -bFVA _ 31FV/961+264 _ 31FV1225 _ 31F35 X1 = 22 22 11 accettabiie
12 = = , = = - 31 66 .
2a #11 22 22 X, = =—=13 accettabile
22 22
Valore del parametro Tipo di Equazione Soluzioni
a=0 Equazione indeterminata
. 2
a=0 Equazione Completa con A >0 X1 = BT A Xp=3
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Esercizio 414.77

X—a 1

ax x—1

Condizione di esistenza: a # 0. Per a = 0 I'equazione perde significato.
Condizione di accettabilita: x #0 e x # 1.

Moltiplicando per il m.c.m.= ax(x — 1) # 0 si ottiene:
x—a)(x—1)—ax =a’x(x—1)

x?—x—ax+a—ax—a*x>+a*x=0

(1-—a®)x?*+(@*—-2a—Dx+a=0

a=-1 (1+2-1x-1=0  2x-1=0
=

A=0 Equazionedil®: 1—a2:0;
a=+1 (1-2-1)x+1=0  -2x+1=0

A=(a?—-2a—-1)>—-4a(1—-a?) =a*+4a’>+1—4a®—2a* +4a—4a+4a® =
=a*+2a*+1=(a®+1)?

Il discriminante A> 0 Va e R.

—bFVA —-@+2a+1FJ(@+1)? —-a*+2a+1F(@®+1)
2a 2-(1-a) - 2-(1-a) -

—a’4+2a+1-a*>—1 —2a*+2a a(l—a) a
2-(1-ad)  2-(1-ad) (-a(+a) 1+a

—a®+2a+1+a’+1 2 +2a 1+a 1
2-1-a?)  2-(1-a) (-a(1+a) l1-a

é accettabile se: ﬁ #0 cioée se a+0.

X1,2 =

x1=

x2:

La soluzione x =

La soluzione x =
1+a

[ =
=+l +|
Q Q

La soluzione x = é accettabilese: — +0,; 1+0; vera VYa €ER .

1-a
1

é accettabile se: ;i 1, 1#1—a; cioese a+0.

[y
L
Q

La soluzione x =

N
Q

Riepilogando:

& accettabile se: — * 1, a#1+a; vera VYa €R .

Valore del parametro Tipo di Equazione

Soluzioni

a=0 Equazione che perde significato

a=+1 Equazione di I° grado X=—=

a0 A a++1 Equazione Completa con A >0 Xy=7—2
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