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Lo studente risolva due dei tre quesiti. 

 
 

Quesito 1 
Trova l’equazione della parabola  ߛଵ passante per il punto  ܣ ሺ−1 ; 0ሻ , avente per asse di simmetria la retta  
ݔ = 1  e tangente alla retta di equazione  2ݔ − ݕ − 6 = 0 . Indica con  ܸ il vertice e con  ܤ  l’ulteriore punto di 

intersezione di  ߛଵ  con l’asse delle ݔ. Trova sull’arco  ܸܤ  un punto  ܲ  tale che l’area del triangolo ܲܤܣ sia  
଻

ସ
 .  

Determina l’equazione della parabola  ߛଶ  con vertice  ܸ ሺ2 ; 1ሻ  e fuoco  ܨ ቀ2 ;  
ଷ

ସ
ቁ . 

Determina la retta parallela all’asse delle  ݔ che stacca sulle parabole due corde uguali. 
 

 
Quesito 2 
Considera il fascio di parabole di equazione  ݕ − ݔ + 2 − ଶݔ݇ + ݔ2݇ + 3݇ = 0 . 

a. studia le caratteristiche del fascio; 
b. determina l’equazione della retta  r  contenuta nel fascio; 

c. determina la parabola   ߛ  del fascio avente come asse di simmetria la retta di equazione ݔ =
ଷ

ସ
 . 

d. determina l’area del segmento parabolico limitato dalla parabola  ߛ  e dalla retta  ݎ . 
 

 
Quesito 3 
Traccia il grafico della funzione:    ݕ = 2 + ඥ|ݔ − 2| − 3 

 
 
  



Soluzione 
Quesito 1 
Trova l’equazione della parabola  ߛଵ passante per il punto  ܣ ሺ−1 ; 0ሻ , avente per asse di simmetria la retta  
ݔ = 1  e tangente alla retta di equazione  2ݔ − ݕ − 6 = 0 . Indica con  ܸ il vertice e con  ܤ  l’ulteriore punto di 

intersezione di  ߛଵ  con l’asse delle ݔ. Trova sull’arco  ܸܤ  un punto  ܲ  tale che l’area del triangolo ܲܤܣ sia  
଻

ସ
 .  

Determina l’equazione della parabola  ߛଶ  con vertice  ܸ ሺ2 ; 1ሻ  e fuoco  ܨ ቀ2 ;  ଷ

ସ
ቁ . 

Determina la retta parallela all’asse delle  ݔ che stacca sulle parabole due corde uguali. 

Soluzione 

L’equazione della parabola ߛଵ è del tipo:   ݕ = ଶݔܽ + ݔܾ + ܿ . 
Il passaggio per il punto A e la conoscenza dell’asse di simmetria forniscono le seguenti relazioni: 

ቐ
0 = ܽ ∙ ሺ−1ሻଶ + ܾ ∙ 1ሺ−1ሻ + ܿ

−
ܾ

2ܽ
= 1                        

           ൝
ܽ − ܾ + ܿ = 0

ܾ = −2ܽ           

           ൝
ܽ + 2ܽ + ܿ = 0

ܾ = −2ܽ             

             ൝
3ܽ + ܿ = 0

ܾ = −2ܽ       

        ൝
ܿ = −3ܽ  

ܾ = −2ܽ   

  

L’equazione è quindi appartenente al fascio di parabole di equazione:   ݕ = ଶݔܽ − ݔ2ܽ − 3ܽ 

Utilizziamo adesso, la condizione di tangenza alla retta di equazione  2ݔ − ݕ − 6 = 0 . 

൜
ݕ = ଶݔܽ − ݔ2ܽ − 3ܽ
ݔ2 − ݕ − 6 = 0           

                                ൜
ݕ = ଶݔܽ − ݔ2ܽ − 3ܽ
ݕ = ݔ2 − 6                   

                           ቄ2ݔ − 6 = ଶݔܽ − ݔ2ܽ − 3ܽ
− − −                   

      

ቄܽݔଶ − ݔ2ܽ − ݔ2 + 6 − 3ܽ = 0
− − −                   

             ቄܽݔଶ − 2ሺܽ + 1ሻݔ + 6 − 3ܽ = 0
− − −                   

  

∆= 0 ;      ቀ௕

ଶ
ቁ

ଶ
− ܽܿ = 0 ;              ሾ−ሺܽ + 1ሻሿଶ − ܽ ∙ ሺ6 − 3ܽሻ = 0 ;           ܽଶ + 1 + 2ܽ − 6ܽ + 3ܽଶ = 0 ;        

4ܽଶ − 4ܽ + 1 = 0 ;                         ሺ2ܽ − 1ሻଶ = 0 ;         2ܽ − 1 = 0 ;           ܽ =
1
2

 . 

Pertanto l’equazione della parabola  ߛଵ  è :   ݕ = ଵ

ଶ
ଶݔ − ݔ − ଷ

ଶ
  . 

 

Determiniamo le coordinate dell’ulteriore punto di intersezione di  ߛଵ  con l’asse delle ݔ. 

൝ݕ =
1
2

ଶݔ − ݔ −
3
2

ݕ = 0                    
                               ቊ

1
2

ଶݔ − ݔ −
3
2

= 0
− − −      

                      ൝
ଶݔ − ݔ2 − 3 = 0

− − −      

                

ቐ
ଵ,ଶݔ = 1 ∓ √1 + 3 = 1 ∓ 2

− − −      

                
; ሺ−1 ܣ 0ሻ

; ሺ3 ܤ 0ሻ
 

Il vertice della parabola  ߛଵ  ha coordinate: 

௏ݔ = −
ܾ

2ܽ
= −

−1

2 ∙
ଵ

ଶ

= 1                           

௏ݕ =
1
2

∙ 1ଶ − 1 −
3
2

=
1 − 2 − 3

2
= −2

    ⇒    ܸ ሺ1 ;  −2ሻ 

 

Il punto P ha coordinate:  ܲ ቀݔ  ;   
ଵ

ଶ
ଶݔ − ݔ −

ଷ

ଶ
ቁ  con  1 ൑ ݔ ൑ 3 

തതതതܤܣ = ஻ݔ| − |஺ݔ = |3 − ሺ−1ሻ| = 4 

തതതതܪܲ = ுݕ| − |௉ݕ = ฬ0 − ൬
1
2

ଶݔ − ݔ −
3
2

൰ฬ  =  −
1
2

ଶݔ + ݔ +
3
2

 

L’area del triangolo ABP è : 

஺ܵ஻௉ =
1
2

∙ തതതതܤܣ ∙ തതതതܪܲ =
1
2

∙ 4 ∙ ൬−
1
2

ଶݔ + ݔ +
3
2

൰ = ଶݔ− + ݔ2 + 3  . 



Imponiamo che tale area sia uguale a  
଻

ସ
   . 

ଶݔ− + ݔ2 + 3 =  
7
4

  ; ଶݔ−                                      + ݔ2 −
5
4

= 0 ; ଶݔ4                             − ݔ8 − 5 = 0 . 

= ோ,௉ ݔ  
4 േ √16 + 20

4
=

4 േ 6
4

   =      
ோݔ =

−2
4

= −
1
2

                         

௉ݔ =
10
4

= +
5
2

     ∈  ሾ1 , 3ሿ    
    

݈ܾ݁݅ܽݐݐ݁ܿܿܽ ݊݋݊

݈ܾ݁݅ܽݐݐ݁ܿܿܣ
 

௉ݕ =
1
2

∙ ൬
5
2

൰
ଶ

−
5
2

−
3
2

  =   
1
2

∙
25
4

−
5
2

−
3
2

  =   
25
8

−
5
2

−
3
2

 =   
25 − 20 − 12

8
= −

7
8

 . 

Pertanto il punto P ha coordinate :  ܲ ቀହ

ଶ
 ;  − ଻

଼
ቁ . 

L’equazione della parabola  ߛଶ  con vertice  ܸ ሺ2 ; 1ሻ  e fuoco  ܨ ቀ2 ;  ଷ

ସ
ቁ  si ottiene imponendo: 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ −

ܾ
2ܽ

= 2

−
∆

4ܽ
= 1

1 − ∆
4ܽ

=
3
4

                      ൝
ܾ = −4ܽ
∆ = −4ܽ

1 − ∆= 3ܽ

                       ൝
1 − ∆ + ∆= 3ܽ + ሺ−4ܽሻ

                    ൝
1 = −ܽ

                    ൝
ܾ = 4

ܽ = −1

  

൝
ܾ = 4     
∆ = −4ܽ
ܽ = −1  

                         ቊ
− − −

ܾଶ − 4ܽܿ = −4ܽ
− − −

           ቊ
− − −

4ଶ − 4 ∙ ሺ−1ሻ ∙ ܿ = −4 ∙ ሺ−1ሻ
− − −

          ቊ
− − −

16 + 4ܿ = 4
− − −

         ൝
ܾ = 4

ܿ = −3
ܽ = −1

  

L’equazione della parabola  ߛଶ  è :  ݕ = ଶݔ− + ݔ4 − 3  . 
 

La retta parallela all’asse delle  ݔ ha equazione  ݕ =  . ݍ
Determiniamo le intersezioni di tale retta con le due parabole. 

൜ݕ = ଶݔ− + ݔ4 − 3  
ݕ =                        ݍ

                            ቄݍ = ଶݔ− + ݔ4 − 3
− − −      

                             ቄݔଶ − ݔ4 + 3 + ݍ = 0
− − −      

                

൜ݔଵ,ଶ = 2 ∓ ඥ4 − ሺ3 + ሻݍ = 2 ∓ ඥ1 − ݍ
− − −      

             ⇒          
ܲ ൫2 − ඥ1 − ; ݍ ൯ݍ  

ܳ ൫2 + ඥ1 − ; ݍ ൯ݍ  
           con  ݍ ൑ 1 . 

൝ݕ =
1
2

ଶݔ − ݔ −
3
2

  

ݕ =                        ݍ
         ቊݍ =

1
2

ଶݔ − ݔ −
3
2

− − −      
            ቊ

1
2

ଶݔ − ݔ −
3
2

− ݍ = 0
− − −      

                ቄݔଶ − ݔ2 − 3 − ݍ2 = 0
− − −      

  

൜ݔଵ,ଶ = 1 ∓ ඥ1 + ሺ3 + ሻݍ2 = 1 ∓ ඥ4 + ݍ2
− − −      

             ⇒          
ܴ ൫1 − ඥ4 + ; ݍ2 ൯ݍ  

ܶ ൫1 + ඥ4 + ; ݍ2 ൯ݍ  
       con  ݍ ൒ −2 . 

Determiniamo le misure delle corde: 

ܲܳതതതത = หݔொ − ௉หݔ = ห2 + ඥ1 − ݍ − ൫2 − ඥ1 − ൯หݍ  =   

= ห2 ඥ1 − หݍ  =   2 ඥ1 −  .  ݍ

ܴܶതതതത = ோݔ| − |்ݔ  = ห1 + ඥ4 + ݍ2 − ൫1 − ඥ4 + ൯หݍ2 = 

= ห 2 ඥ4 + ห ݍ2   =   2 ඥ4 +  .  ݍ2

 

Imponiamo che : ܲܳതതതത  =   ܴܶതതതത . 

2 ඥ1 − ݍ  =   2 ඥ4 +               ;  ݍ2

൝
1 − ݍ ൒ 0

4 + ݍ2 ൒ 0
1 − ݍ = 4 + ݍ2

              ൝
ݍ ൑ 1 

ݍ ൒ −2
ݍ3 = −3

             ൝
−2 ൑ ݍ ൑ 1 

ݍ = −1

     
݈ܾ݁݅ܽݐݐ݁ܿܿܣ

 

La retta richiesta ha quindi equazione:   ݕ = −1  . 



     

Quesito 2  
Considera il fascio di parabole di equazione  ݕ − ݔ + 2 − ଶݔ݇ + ݔ2݇ + 3݇ = 0 . 

a. studia le caratteristiche del fascio; 
b. determina l’equazione della retta  r  contenuta nel fascio; 

c. determina la parabola   ߛ  del fascio avente come asse di simmetria la retta di equazione ݔ = ଷ

ସ
 . 

d. determina l’area del segmento parabolico limitato dalla parabola  ߛ  e dalla retta  ݎ . 
 
Soluzione a  
Scriviamo l’equazione del fascio come combinazione lineare:   ݕ − ݔ + 2 + ݇ ∙ ሺ−ݔଶ + ݔ2 + 3ሻ = 0 . 
Per  ݇ = 0         si ottiene la parabola degenere     ߛଵ:       ݕ − ݔ + 2        ( retta r ) ;  
∄݇ ∈ ݇   ݎ݁݌   , ܴ → ∞      si ottiene la parabola degenere     ߛଶ:      ݔଶ − ݔ2 − 3 = 0 ;    ሺݔ + 1ሻሺݔ − 3ሻ = 0. 

Coppia di rette parallele all’asse y . 

Determiniamo gli eventuali punti base del fascio: 

൜
ݕ − ݔ + 2 = 0   
ଶݔ − ݔ2 − 3 = 0

                ቄ ݕ = ݔ − 2
− − −        

                 ቊ
− − −      

ଵ,ଶݔ = 1 േ √1 + 3 = 1 േ 2 =
ଵݔ = −1
ଶݔ = +3

         

⇒       
ܴ ሺ−1; −3ሻ
ܶ  ሺ3 ;   1ሻ  

           Punti base del fascio. 

Si tratta di un fascio di parabole secanti nei punti A e B . 

Soluzione b  
Scriviamo il fascio di parabole in forma canonica:  
ݕ = ଶݔ݇ + ሺ1 − 2݇ሻݔ − 3݇ − 2 
 
Per  ݇ = 0   si ottiene la parabola degenere ݕ = ݔ − 2    (retta).  
 

In definitiva le parabole degeneri del fascio sono: 

la retta  ݎ  di equazione    ݕ = ݔ − 2      

la coppia di rette verticali      ݔ + 1 = 0     e     ݔ − 3 = 0 . 

 
Rappresentiamo alcune parabole del fascio. 

Per   ݇ = ݕ     ⇒     1+ = ଶݔ − ݔ − 5 
 
Per  ݇ = ݕ   ⇒    1− = ଶݔ− + ݔ3 + 1 . 
 
Soluzione c  

La parabola   ߛ  del fascio avente come asse di simmetria la retta di equazione ݔ = ଷ

ସ
  si ottiene ponendo: 

−
ܾ

2ܽ
=

3
4

  ;             −
1 − 2݇

2݇
=

3
4

  ;              
2݇ − 1

2݇
=

3
4

  ;               2 ∙ ሺ2݇ − 1ሻ = 3 ∙ ݇ ; .ܥ                     .ܧ :   ݇ ് 0 

4݇ − 2 = 3݇ ;                       ݇ = 2 . 
 

La parabola  ߛ  del fascio richiesta ha equazione :     ݕ = ଶݔ2 − ݔ3 − 8 . 

 
  



 

Soluzione d  
 
Determiniamo l’area del segmento parabolico limitato dalla parabola  ߛ  e dalla retta  ݎ . 

L’equazione della retta parallela alla retta AB e tangente la parabola è del tipo:  ݕ = ݔ +  .  ݍ

Determiniamo il punto di tangenza C .  

൜
ݕ = ݔ +                ݍ
ݕ = ଶݔ2 − ݔ3 − 8

                       ቄ2ݔଶ − ݔ3 − 8 = ݔ +   ݍ
− − −

         

ቄ2ݔଶ − ݔ4 − 8 − ݍ = 0  
− − −

  

∆
4

= 0 ;                  4 − 2 ∙ ሺ−8 − ሻݍ = 0 ;                 

4 + 16 + ݍ2 = 0 ; ݍ2               = −20 ; ݍ             = −10 
 

La retta tangente ha equazione:  ݕ = ݔ − 10 

൜
ݕ = ݔ − 10            
ݕ = ଶݔ2 − ݔ3 − 8

               ቄ2ݔଶ − ݔ3 − 8 = ݔ − 10  
− − −

         

ቄ2ݔଶ − ݔ4 + 2 = 0  
− − −

              ቄݔଶ − ݔ2 + 1 = 0  
− − −

  

ቄሺݔ − 1ሻଶ = 0  
− − −

                        ቄݔ − 1 = 0  
− − −

  ; ሺ1 ܥ     ⇒         −9ሻ   

 

L’area del segmento parabolico limitato dalla parabola  ߛ  e dalla retta  ݎ è : 

ܵ  =   
4
3

∙ ஺ܵ஻஼   =  
4
3

∙
1
2

∙ ቚ  ቚ
஺ݔ − ஻ݔ ஺ݕ − ஻ݕ
஼ݔ − ஻ݔ ஼ݕ − ஻ݕ

ቚ  ቚ   =   
2
3

∙ ቚ−1 − 3 −3 − 1
+1 − 3 −9 − 1

ቚ  = 
 

=   
2
3

∙ ቚ−4 −4
−2 −10

ቚ  =   
2
3

∙ 32 =
64
3

  . 

 
 
 
 
  



Quesito 3 

La funzione può essere studiata esplicitandola nel seguente modo: 

ݕ = 2 + ඥ|ݔ − 2| − 3   =    ቐ
2 + ඥ+ሺݔ − 2ሻ − 3

2 + ඥ−ሺݔ − 2ሻ − 3

            
ݔ  ݁ݏ ൒ 2

ݔ  ݁ݏ ൏ 2
                    cioè 

 

ݕ = 2 + ඥ|ݔ − 2| − 3   =    ቐ
2 + ݔ√ − 5

2 + ݔ−√ − 1

            
ݔ  ݁ݏ ൒ 2

ݔ  ݁ݏ ൏ 2
 

 

Tracciamo quindi, il grafico della funzione:   ݕ = 2 + ݔ−√ − 1    nel semipiano  ݔ ൏ 2. 

Il dominio della funzione è  ܦ = ሼݔ ∈ ݔ  |  ܴ ൑ −1ሽ .  

Isolando il radicale si ottiene la seguente equazione:   ݕ − 2 = ݔ−√ − 1     equivalente al sistema : 

൝
ሺݕ − 2ሻଶ = ݔ− − 1
ݕ − 2 ൒ 0               

ݔ− − 1 ൒ 0                    

                ൝
ଶݕ − ݕ4 + 4 = ݔ− − 1
ݕ ൒ 2                                
ݔ ൑ −1                             

                ൝
ݔ = ଶݕ− + ݕ4 − 5
ݕ ൒ 2                        
ݔ ൑ −1                     

  

 

Tracciamo il ramo della parabola   ݔ = ଶݕ− + ݕ4 − 5                        

௏ݕ = −
ܾ

2ܽ
= −

4
2 ∙ ሺ−1ሻ

= 2    

௏ݔ = −ሺ2ሻଶ + 4 ∙ 2 − 5 = −1   
        ⟹          ܸ ሺ−1 ; +2ሻ  . 

  

Ricordando il dominio della funzione  ܦ = ሼݔ ∈ ݔ  |  ܴ ൑ −1ሽ  e 
la condizione  ݕ ൒ 2  si ottiene il seguente grafico: 

 

 

Tracciamo poi, il grafico della funzione:   ݕ = 2 + ݔ√ − 5    nel semipiano  ݔ ൒ 2 . 

Il dominio della funzione è  ܦ = ሼݔ ∈ ݔ  |  ܴ ൒ 5ሽ .  

Isolando il radicale si ottiene la seguente equazione:   ݕ − 2 = ݔ√ − 5     equivalente al sistema : 

൝
ሺݕ − 2ሻଶ = ݔ − 5
ݕ − 2 ൒ 0           
ݔ − 5 ൒ 0            

                ൝
ଶݕ − ݕ4 + 4 = ݔ − 5
ݕ ൒ 2                            
ݔ ൒ 5                            

                ൝
ݔ = ଶݕ − ݕ4 + 9
ݕ ൒ 2                     
ݔ ൒ 5                     

  

Tracciamo il ramo della parabola   ݔ = ଶݕ − ݕ4 + 9             

௏ݕ = −
ܾ

2ܽ
= −

−4
2 ∙ 1

= 2      

௏ݔ = ሺ2ሻଶ − 4 ∙ 2 + 9 = 5
        ⟹          ܸ ሺ5 ;  2ሻ  . 

  

Ricordando il dominio della funzione  ܦ = ሼݔ ∈ ݔ  |  ܴ ൒ 5ሽ  
e la condizione  ݕ ൒ 2  si ottiene il seguente grafico:  

 

 
 

  



 

Concludendo, il grafico della funzione  ݕ = 2 + ඥ|ݔ − 2| − 3   è il seguente: 

 
 


