PROBLEMI SUL TEOREMA DI PITAGORA

ESERCIZIO 1 PITAGORA

(risolvibili per via Aritmetica)

(@)
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Perimetro = Perimetro = Perimetro =
Area = Area = Area =
Occorre ricordare che:
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In un triangolo rettangolo con gli angoli acuti di 30° e 60°:
il cateto opposto all’angolo di 30° € congruente alla meta dell’'ipotenusa;

il cateto opposto all’angolo di 60° & congruente al prodotto fra la meta dell’ipotenusa e la v/3;

il cateto opposto all’angolo di 60° & congruente al prodotto fra il cateto opposto all’angolo di 30° e la /3.
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Soluzione 1

NI S
Ceo = ) l = =3 r.
- V3
AB=24 =2-7r=\/§r.
1 o1
= — = —_ —
C30 21 T
- 1 3
CH=CO+O0OH=r+=-r==-r.
2 2
Perimetro = 3+-AB = 3V3r.
1 — 1 3 3
—_. — . 22 2
Area > AB -CH > V3r Zr 4\/§r .
Soluzione 2 D
AB =A02 +B02 =r2+r2 =212 =2r.
Perimetro =4-AB = 42 7. ’
_ 2
Area=ABz=(\/Er) = 2r?. 90°
r
45°
. A
Soluzione 3
AB =71
V3 . V3__ 3
C60—7L = 0H—7 0—77‘.
Perimetro =6-AB =61.
1 1 V3 3
— 6 —- . — A e — — 2
Area =6~ -AB -OH 62r2r2\/§r
O O
5 r
Perimetro = 33 r Perimetro = 42 r Perimetro =671
3 3
Area = Z\/g r? Area = 2r? Area = E\/§7~2
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ESERCIZIO 2 PITAGORA

Perimetro = Perimetro = Perimetro =
Area = Area = Area =
Soluzione 1

Nel triangolo rettangolo COH si ha:

i=2cs0 = CO=2r

Nel triangolo rettangolo ACK si ha:

.2 2
1—3660 = AC:E
Perimetr0=3-ir=Er =E.
V3 V3 3
Areazl-ﬁ-ﬁzl-ir 3r=—r
2 2 3
Soluzione 2

Osservando la figura si ha:

AB =2r.

Perimetro =4-AB =4-2r =8r.
Area = AB? = 2r)? = 4r?.
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Soluzione 3

Nel triangolo rettangolo GOH si ha:

i=2c3 = CO=2r = CK=3r.
0 L GH=_ ~  Ag=2
C3g = — =— =—r.
T3 V3 V3
_ 2 12 3
Perimetro =6-AG =6 —1r=—+— 1 =43 r
V3 V3 43
1 2 6 6 3
Area = 6= AG-OH=3 —r-r=—12=—-— 12 = 24/3 72
2 V3 V3 V3 V3
e
/ \
(@]

y
N A

.

Perimetro = 6\3 r

Perimetro = 8r

Perimetro = 43 r

Area = 3V3 r?

Area = 4 r?

Area = 2V/3 r?
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ESERCIZIO 3 PITAGORA

In un triangolo ABC raffigurato a lato, AB = 2a, AC = 2V3a, ¢
BAC = 150° . Determina la misura di BC.

Soluzione

50
A

CAH =180 — BAC = 180° — 150° = 30°.
Nel triangolo rettangolo ACH si ha:

1 1
c30=5i = CH=5- V3a=+3a.
C60:§i = ng'ng'zﬁaZBa'

Pertanto: HB = AH + AB = 3a + 2a = 5a.
Applicando il teorema di Pitagora al triangolo rattgolo BCH si ha

ﬁ:\/ﬁ2+ﬁ2=\/(\/§a)2+(5a)2=\/3a2+25a2:\/28a2=\/Z-\/7-\/§=2\/7a.
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ESERCIZIO 4 PITAGORA

Dato un cerchio di raggio r, calcola il rapporto tra I'area del triangolo
equilatero circoscritto al cerchio e I'area del quadrato inscritto nel cerchio.

Soluzione

Nel triangolo rettangolo COH si ha:
i=2cs3 = CO=20H=2r > CK=3r.
Nel triangolo rettangolo ACK si ha:

Cé0 - CK 3r - - 6
1 __ __ 1 6 9 9 3
SABc=§-AB-CK=5-—3r-3r=—3r2=—3-—3r2=3V3r2.

Un quadrato inscritto in un cerchio ha il lato:
AB =+A02+B02 = r2+r2=+2r2=+2r. / \
Pertanto l'area e:

- 2 \ 'I
Souadrato = AB* = (\/E T') =2r?, \ /

45° s

In definitiva il rapporto tra I'area del triangol@quilatero circoscritto al cerchio e I'area del giiato inscritto
nel cerchio é:

STriangolo eq. 3\/§ rz _ iﬁ
SQuadrato 2r? 2 .
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PROBLEMI SUL TEOREMA DI EUCLIDE

(risolvibili per via Aritmetica)

ESERCIZIO 5 EUCLIDE

Nella figura a lato sono indicate le misure di alcuni segmenti. C
L’angolo BAC é retto; H & la proiezione di A su BC; K e R sono le
proiezioni di H sui cateti AB e AC. Indica le formule per calcolare la R$=="7=""7
misuradi: h, edi a — n. O
b gk
h/ o
Soluzione A + =
Per il 1° teorema di Euclide applicato al triangofCH si ha: h? = b - m; h=+vb-m
Per il 2° teorema di Euclide applicato al triangokBC siha:h?> =p - q; h=\p-q .
Per il 1° teorema di Euclide applicato al triangodBH si ha: h? = a n; h=+a-n
2
Per il 1° teorema di Euclide applicato al triangokBH si ha: g = a- (a — n) ; (a—n)= %
2
Per il 2° teorema di Euclide applicato al triangokB8H si ha: m? = n-(a — n); (a—n) = mT
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ESERCIZIO 6 EUCLIDE (Senza utilizzare il Teorema di Pitagora)

Nel triangolo rettangolo ABC le proiezioni dei due cateti sull’'ipotenusa A
misurano BH = 4 e CH = 9. Determina le misure di AB, AC e AH. @
Metodo 1(Sostituendo i dati nella formula e risolvendal@zione ottenuta)

Applicando il 1° Teorema di Euclide al triangolatangolo ABC si ha:

AB?=BH-BC; AB?=4-13;  AB%=52; 8 4 H 9
AB =52 = V413 = 2/13.
Applicando il 1° Teorema di Euclide al triangolatangolo ABC si ha:

AC?=CH BC; AC?=9-13; AC? =117; AC =117 =V9-V13 = 3//13.
Applicando il 2° Teorema di Euclide al triangolatangolo ABC si ha:
AH? = BH-CH ; AH? =4-9; AH? = 36; AH =+/36 =6 .

Metodo 2 (Ricavando la formula inversa e applicandola)

Applicando il 1° Teorema di Euclide al triangoldtangolo ABC si ha:
AB? =BH:-BC;

AB =+BH-BC =V4-13 =V4-V13 =2V/13.,

Applicando il 1° Teorema di Euclide al triangoldtangolo ABC si ha:
AC?=CH"-BC; AC =+CH-BC =V9-13 =v9-V13 = 3V/13.
Applicando il 2° Teorema di Euclide al triangolatangolo ABC si ha:

AH?=PBH-CH;  AH=+BH-CH =v4-9=+v36 =6.
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ESERCIZIO 7 EUCLIDE (Senza utilizzare il Teorema di Pitagora)
Nel triangolo rettangolo ABC determina le misure di AB e AC. @

Metodo 1(Sostituendo i dati nella formula e risolvendal@zione ottenuta)

Applicando il 2° Teorema di Euclide al triangolatangolo ABC si ha:

— - S — 36 i
AH? = BH -CH ; 62 =BH -8; BH=§=4,5. g Y ~C

BC=BH+CH=45+8=125.

Applicando il 1° Teorema di Euclide al triangoldatangolo ABC si ha:

AB? =BH-BC: AB? =45-125: AB? = 56,25 AB = /56,25 =7,5.
Applicando il 1° Teorema di Euclide al triangoldtangolo ABC si ha:

R2=CH'BC; AC2=8.12'5; Rzzloo; AC =100 = 10.

Metodo 2 (Ricavando la formula inversa e applicandola)
Applicando il 2° Teorema di Euclide al triangolatangolo ABC si ha:
AH? 62

AH? =BH-CH; BH=—=—=45.
CH 8

BC=BH+CH=45+8=125.

Applicando il 1° Teorema di Euclide al triangolatangolo ABC si ha:
AB? =BH-BC; AB =+BH-BC =./4,5-12,5 =./56,25=7,5 .
Applicando il 1° Teorema di Euclide al triangoldtangolo ABC si ha:

AC?=CH-BC; AC =+CH-BC =./8-12,5 =100 = 10 .
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ESERCIZIO 8 EUCLIDE (Senza utilizzare il Teorema di Pitagora)

Nel triangolo rettangolo ABC determina le misure di AC, BC e AH.

A
Metodo 1(Sostituendo i dati nella formula e risolvendal@zione ottenuta) 0

Applicando il 1° Teorema di Euclide al triangoldtangolo ABC si ha:
— 36

AB? =BH -BC; 62 =3-BC; C=—=12. ‘
3 B 3 H

CH=BC-BH=12-3=09.
Applicando il 1° Teorema di Euclide al triangoldtangolo ABC si ha:

AC?=CH-BC; AC%=9-12; AC? =108; AC =108 =V36-V3 = 6V3.
Applicando il 2° Teorema di Euclide al triangoldtangolo ABC si ha:
AH? = BH-CH ; AH? =3-9; AH? =27, AH =27 =93 =33,

Metodo 2 (Ricavando la formula inversa e applicandola)
Applicando il 1° Teorema di Euclide al triangolatangolo ABC si ha:
. AH? 62

AB? =BH -BC; C=—= 12.
BH 8

Applicando il 1° Teorema di Euclide al triangolatangolo ABC si ha:
AC?=CH BC; AC =+/CH-BC =vV9-12 =108 =V36-V3 = 6V3.
Applicando il 2° Teorema di Euclide al triangolatangolo ABC si ha:

AH? =BH-CH; AH =+BH-CH =+3-9 =3V3.

Matematica www.mimmocorrado.it
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ESERCIZIO 9 EUCLIDE

In un triangolo rettangolo ABC, di ipotenusa BC, le proiezioni dei A

144

. . . . . 25
cateti sull’ipotenusa misurano rispettivamente 54 e Sa

Determina le misure dei lati del triangolo e la sua area.

Soluzione B¢ + °C

Applicando il 2° Teorema di Euclide al triangolatangolo ABC si ha:
AH? = BH - CH - A0 =B Tl = |2 a- et g = 220 2 %0
- - (B Y 13 YT (169 Y T3 "
e g pm 25 144 254144 169
- T3¢z T T3 YTz et

Applicando il 1° Teorema di Euclide al triangoldtangolo ABC si ha:

- — — 25

AB? = BH - BC = AB =+ BH-BC = Ea-lBa:\/ZSaZZSa.
Applicando il 1° Teorema di Euclide al triangolatangolo ABC si ha:

— — 144
= AC =+CH-BC = Ea-13a=\/144-a2=12a.

L’area del trapezio misura:

AC* = CH -

3
o

5C-40 13a-22a  goa2
Sapcp = = 13~ _ =30a?.
2 2 2

ESERCIZIO 10 EUCLIDE

In un triangolo rettangolo di area 40 cm?, Iipotenusa & lunga A

20 cm. Determina I'area del rettangolo che ha i lati congruenti 0

alle proiezioni dei cateti sull’ipotenusa.

Soluzione

Determiniamo la misura dell’altezza relativa alldpenusa: :

. 2+Susc 240 £ . e
AH BC 20 cm=4cm. H 20 em

Per il secondo Teorema di Euclide, il rettangol@dta i lati congruenti alle proiezioni dei catetildpotenusa e
equivalente al quadrato costruito sull’altezza tela all'ipotenusa.

Pertanto I'area del rettangolo &Sk y ciry = AH* = (4 cm)? = 16 cm?.
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ESERCIZIO 11 EUCLIDE

La circonferenza inscritta in un rombo & tangente a uno dei lati del rombo in un
punto che divide il lato stesso in due segmenti di misura a e b. Esprimi in funzione
di a e b la misura del raggio della circonferenza inscritta.

Soluzione
Applicando il 2° Teorema di Euclide al triangolatangolo AOB si ha:

r2=a-b = r=va-b

ESERCIZIO 12 EUCLIDE

In un trapezio rettangolo ABCD, di base maggiore AB, la diagonale D
AC é perpendicolare al lato obliquo BC. La diagonale AC & lunga '
3+/5 cm e la base minore CD & lunga 3 cm. Determina il perimetro

e I'area del trapezio.

Soluzione

Determiniamo la misura dell’altezza del trapezigphpando il

TIe----------=£-90)

Teorema di Pitagora al triangolo rettangolo ACD:

AD =+ AC? - CD? = /(3\/5)2—32 cm=vV45—-9cm =V36cm = 6cm.

CH=AD =6cm.
Applicando il 2° Teorema di Euclide al triangoldtangolo ABC si ha:
___ CH? 67

CH? = AH - BH = BH=ﬁ=?cm=126m

Inoltre: AB=AH+BH=3+12)cm =15cm.
Applicando il Teorema di Pitagora al triangolo rattgolo BCH si ha:

BC =+/CH? + BH? = /62 + 122 cm =36 + 144 cm = V180 cm = V36 - V5 cm = 65 cm.
Il perimetro del trapezio misura:

p=A4B+BC+DC+A4D = (15+6V5+3 +6) cm = (24 + 6V5) cm.

L'area del trapezio misura:

AB+DC __ 15+3
SABCDzT'CH= >

-6 cm? =54 cm?.
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ESERCIZIO 13 EUCLIDE

In un rombo, il raggio del cerchio inscritto & lungo 2v/5 cm e la diagonale minore &
lunga 12 cm. Determina il perimetro del rombo.

Soluzione
Applicando il teorema di Pitagora al triangolo rattgolo OCH si he

PR — — 2
CH =+0C? + OH? = /62—(2x/§ em=vV36—-20cm =Vi6cm=4cm.

Applicando il 1° teorema di Euclide al triangolatt@ngolo OCD si he

L __ 0C?* 6?
0C*>=CH-CD = I ﬁzzcm=9cm.

Pertanto il perimetro del rombo:¢ p=4-CD=4-9cm =36cm.

ESERCIZIO 14 EUCLIDE

Un trapezio isoscele ABCD di base minore CD = 7a & inscritto in una
semicirconferenza di diametro AB = 25a. Determina il perimetro e I’area del
trapezio.

Soluzione

Determiniamo:

__  __ AB-CD 25a-—7a -
AH = KB = > = 5 =9qa HB = AB — AH = 25a — 9a = 16a.

Applicando il 1° teorema di Euclide al triangolatt@ngolo ABD si he

AD? =AH-AB = =+ AH - AB =V9a - 25a = V225a = 15a.
Applicando il 1° teorema di Euclide al triangolatt@ngolo ABD si he

DH?=7H-HB = = AH - HB =\9a - 16a = V144a = 12a.
Pertanto il perimetro del trapezio é:
p=AB—CD+2-AD =25a+ 7a+2-15a = 62a.
Mentre I'area del trapezio é:

_AB+CD __ 25a+7a

> -DH=T-12a=192a2.
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ESERCIZIO 15 EUCLIDE
Un triangolo ABC, isoscele sulla base AB, & inscritto in una circonferenza di
raggio r. Sapendo che |'altezza relativa ad AB misura %r, determina il
perimetro e I’area del triangolo.
Soluzione
Determiniamo la misura del segmento OH :

4

- — — 9
0H=CH—C0=§r—r=gr.

Applicando il Teorema di Pitagora al triangolo rattgolo OHB calcoliamo:

_ S— ’ 4 \? 16 9 3
HB:\/OBZ_OHZZ T'z—(g’r') :\/T‘Z—Erzz\/ﬁrzzgr'

Pertanto la misura della base é:
AB =2HB =2 3,.-0
= = ST = Sr.

Applicando il Teorema di Pitagora al triangolo rattgolo BCH calcoliamo:

[ — 9\2 ,3\% [81 9 90 V9-v10 3
BC=\/CH2+HBZ=\/<—7‘> +(—r> =\/—r2+—r2=\/gr2=—=—\/ﬁr.

5 5 25 25 V25 5
Determiniamo la misura del perimetro del triangolo:

6+3V10+3vV10 6+ 6V10 (1++V10)-6r
r= r =—.

- — _ 6 3 3
p:AB+BC+AC:—r+§\/10r§\/10r:

5 5 5 5
Determiniamo l'area del triangolo:
__ __ 6_9 54,
AB-CH s7'g" 287 27
Sape =T =T =T = sT
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ESERCIZIO 16 EUCLIDE

In un trapezio rettangolo ABCD, di base maggiore AB, la diagonale D C
minore AC é perpendicolare al lato obliquo. Dimostra che il quadrato
costruito sulla diagonale AC é equivalente al rettangolo che ha per lati
la base maggiore e la base minore del trapezio.

IPOTESI TESI

ABCD é un trapezio rettangolaq;
AC 1 BC;

R

q (AC) =1 (AB,DC) A

Dimostrazione

Per il 1° Teorema di Euclide applicato al triangalettangolo ABC, il quadrato costruito sul catetG A
equivalente al rettangolo di lati AH e AB.

Ma AH = DC , si conclude la tesi, cioé che:
“Il guadrato costruito sul cateto AC e equivalemtierettangolo di lati AB e DC".

Matematica www.mimmocorrado.it
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PROBLEMI SUL TEOREMA DI PITAGORA

(risolvibili per via algebrica)

ESERCIZIO 17 PITAGORA
In un triangolo ABC, isoscele sulla base AB, I'altezza relativa ad AB C
e g del lato obliquo. Determina I’area del triangolo, sapendo che il
suo perimetro & 36 cm.

Pagcp = 36 cm )
ﬁ=§ﬁ p=:

Soluzione

Poniamo la misura del lato obliquéC = BC = x, conx > 0.
Si ottiene: CH = %x :

Applicando il teorema di Pitagora al triangolo rattgolo BCF si ricava:

_ S 3 \? 9 16 4
HEB = BC? — CH? = xz—(_x> S VPN S e e SV
5 25 25 5
4 8

AB=2-HB=2-—x=—x.

5 5
Imponend che il perimetro del triangolo misuri si ottiene.
p=A4B +BC + AC; §x+x+x=36; 8x 4+ 5x + 5x = 180 ; 18x = 180 ; x=10.
Pertanto: CH = %x = % 10cm=6cm.
Mentre: AB =§x =§- 10cm =16 cm.

L’area del triangolo é: S, = % B-CH = %16 -6 cm? =48 cm? .
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ESERCIZIO 18 PITAGORA

In un rombo di area 36 cm? una diagonale é doppia dell’altra.
Qual é il perimetro del rombo?

{SABCD == 36 sz
BD =2 AC
Soluzione

p=7

Poniamo la misura della diagonaldC = x, con x>0.
Si ottiene: BD = 2x .
Imponiamo che 'area del rombo s3#& cm? :

BD - AC 22X x

Sapcp = 36 cm?; =36 cm?; =36;
2 2
_ = -6 1

X2 =36 x = TV36 = X1 - non accettab?le

X, = +6 accettabile
Pertanto: AC = 6 cm 0C =3cm BD =12 c¢m BO =
6cm.

Applicando il teorema di Pitagora al triangolo rattgolo BCO si ricava:

BC =+/0C? + BO% = /32 + 62 cm = V45 cm = V9V5 cm = 3V5 cm.
La misura del perimetro & = 4-BC = 4-3V5cm = 125 cm.

Matematica www.mimmocorrado.it
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ESERCIZIO 19 PITAGORA

. . . 4
Un rettangolo, equivalente a un quadrato di lato 12 cm, ha la base che & 5
dell’altezza. Determina la lunghezza delle diagonali del rettangolo.

Rettangolo = Quadrato h
bR = %hR d =
lQuadrato =12cm
> b
Soluzione

Essendo ilRettangolo = Quadrato Si ha: sgettangoto = Squadrato
Pertantosgertangoto = Souadrato = 1 = (12 cm)? = 144 cm?.
Poniamo la misura dell’altezza del rettangohg = x, con x>0.

Si ottiene: by = %x :

L’equazione che utilizza i dati del problema é dddé#la formula dell’area del rettangolo:

=bgp'h 144—4 42—144 22 144
SaBcD = DR "R ; —9x X; 9x = ; X =2 ;
— x1 = —18 non accettabile
= ¥V324 =
x=+ x, = +18 accettabile
Pertanto: hy = 18 cm e by = %- 18cm =8cm.

La misura della diagonale del rettangolo é:

d =+/b? + h? =82+ 182 cm = V64 + 324 cm = V388 cm = V4 - V97 cm = 23/97 cm.

x%? =324

Matematica www.mimmocorrado.it
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ESERCIZIO 20 PITAGORA

Sia ABCD un quadrato il cui lato misura a. Determina un punto P, sul lato CD, in

modo che risulti: PA% + PB? = %az .

Soluzione
Poniamo la misura del segmenf?P = x, con 0<x<a.
Applicando il teorema di Pitagora al triangolo rattgolo ADP si ricava:
PA?=AD?+DP%?=qa?+x?;
Applicando il teorema di Pitagora al triangolo rattgolo BCP si ricava:
PB?2=BC?+PC?=a’+(a—x)>=a’+a?+x*—-2ax =2a? +x?-2ax;
La relazione: PA%2 + PB? = %az si traduce nella seguente equazione:

21

a?+x? +2a2+x2—2ax=§a2;

8a? + 8x? + 16a? + 8x? — 16ax = 21a?;

A
16x% — 16ax + 3a®> = 0; i (—8a)? — 16 - 3a? = 64a® — 48a® = 16a?.
8a—4a 1 ttabil
_ = =
. =8a+1/16a2= 1 16 4a accettaoite
v 16 _Batda 3 accettabile
T

a-X

Matematica www.mimmocorrado.it
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ESERCIZIO 21 PITAGORA
In un triangolo rettangolo di ipotenusa BC, risulta AB = 9a e A

AC = 8a . Determina un punto P sul cateto AB e un punto Q sul 9a — x 8a _ x
cateto AC, in modo che risulti BP = PQ = QC.
N P Q

A =90° X
AB =9a
AC = 8a
BP = PQ = QC

Soluzione

Poniamo la misura del segmerB® = x, 0<x<8a.
Si ottiene: PQ = QC = x.

ABC ¢ un triangolo rettangolo di ipotenusa BC.

Anche APQ é un triangolo rettangolo di ipotenusa PQ

L’equazione che riunisce i dati del problema & ddahTeorema di Pitagora applicato al triangolo tatgolo
APQ.

AP? + AQ? = PQ?; (9a — x)? + (8a — x)? = x?;
81 +x? —18x + 64 + x? — 16x = x?; x?>—34x +145=0;

A _

Z: (=17)? —1-145 = 289 — 145 = 144. X1, =17 + V144

_ %1 =17=12=05a accettabile
X, =17 + 12 = 29a non accettabile

PertantoPB = 5a.
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ESERCIZIO 22 PITAGORA

In un rettangolo ABCD, AB=8cm e CD = 6 cm. Determinadue p O C
punti P e Q, rispettivamente su AB e CD, in modo che il quadrilatero
APCQ sia un rombo. Determina inoltre la lunghezza di PQ.
D
4 (AB=8cm AP =7 M > P

_ PO =7
I CD=6cm ¢
Soluzione Al X P 8-xi
PoniamodP = x  con dominio di variabilita:0 < x < 8 . | 8

Ricaviamo: PB=8-—x.

Dovendo essere il quadrilatero APCQ un rombohasche:PC = QC = AQ = x..
Applichiamo il Teorema di Pitagora al triangolo tahgolo PBC:

PC? = PB? + BC?; x2=(8—-x)%+6%; x?2=64+x*—16x+36;
16x = 100; ng' x=§.

; 16 ’ 4
Pertanto 4P = 2 cm.

4
Applicando il Teorema di Pitagora al triangolo ratigolo ABC si ha:

AC = AB2 + BC2 = /82 4+ 62 cm = V64 + 36 cm = V100 cm = 10 cm.
1
CM=§-AC=5cm.

Essendo le diagonali del rombo perpendicolari weol, applichiamo il Teorema di Pitagora al triangol
rettangolo CMP:

[ —— /252 625 ,625—400 /225 15
PM =+ PC? - CM? = (T) —52¢cm = E—ZScm= Tcm= Ecm=zcm.

Pertanto la lunghezza di PQ &
- S 15 15
PQZZPMZZTCTTL :7CTFL.
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ESERCIZIO 23 PITAGORA

Nel triangolo equilatero ABC, il cui lato misura [, e inscritto un quadrato con un lato a
su BC. Determina la misura del lato del quadrato. £0°
p (ABC éuntriangolo equilatero;
J— P X O
A BC =1; PO =2 =
T |PQQ'P' & un quadrato inscritto nel triangolo ABC; Q ) )
I lp pr €1
QQ'p ABC " \
i Sl 160/
Soluzione 5 p X o
Occorre ricordare che:
- 1 V3 o Co0
C =—=1 = — 30 —
30 2 Ces0 5 l \/§
1
Cs0
) 2
@ [ =2 c30 lzﬁ%o C60:\/§'C30
C30

In un triangolo rettangolo con gli angoli acuti di 30° e 60°:

il cateto opposto all’angolo di 30° € congruente alla meta dell’ipotenusa;

il cateto opposto all’angolo di 60° & congruente al prodotto fra la meta dell’ipotenusa e la V/3;

il cateto opposto all’angolo di 60° & congruente al prodotto fra il cateto opposto all’angolo di 30° e la v/3.

1.
o0_32' 0_12
Co0 \/_§i' Co 2 V3’
2
Go_ 1. SR
o V3’ 0V

Ce0 1—(%i>2=\/12—%i2—\/%12—\/7§i
Poniamo la misura del lato del quadrePQ =x con0<x <.
Nel triangolo rettangol®@ PP’ si ha:
X
BP’=CQ’=E.
Osservando la figura si ricava:
BC=BQ +PQ +Q'C;
X X
l=\/—§+x+ﬁ;
V3l=x4+V3x+x;
(2+\/§)x=\/§l;
= BL_ V3 -2_\/§l=2\/§_3l=(2\/§—3)l.
24V3 2443 2-43 4-3
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PROBLEMI SUL TEOREMA DI EUCLIDE

(risolvibili per via algebrica)

ESERCIZIO 24 EUCLIDE

. ., 5 . .
In un triangolo rettangolo un cateto é " della sua proiezione
sull’ipotenusa. Sapendo che il perimetro del triangolo & 24 cm, determina
I’area del triangolo.
{pABCD =24cm

AC=§HC p=:

Soluzione
PoniamoHC = x con dominio di variabilita:0 < x < 12..

Ricaviamo: AC = Zx.
Applicando il 1° Teorema di Euclidd triangolo rettangolo ABC si ottiene:

_ 5\ 25,
p TR S ) RS
’ HC x x 16

. . . N —_— —_— - 25 9
Ricaviamo la misura della proiezic: BH = BC — HC = XX =x.

Applicando il 1° Teorema di Eucligd triangolo rettangolo ABC si ottiene:

AB:=BC-BH; = AB=+VBC BH= |ox —x= [z =1

- ’ - ~ 167 16" T (256" T 16
Imponendo che il perimetro del triangolo misuri@# si ottiene
p=AB +BC+ AC;
15 +25 +5 ~ 4. 154+ 25+ 20 — 4. 60 — 4. _16 24 _32
16 T16 T T 16 16"~ ¥Te0 <t *TE
Pertanto: 4B = = -2 tcm = 6 cm.

16 5

o582

—4 5 cm=ocm.

1 . 1
SABC:E- B- C:E-6-80m2=24cm2.
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ESERCIZIO 25 EUCLIDE
Nel triangolo rettangolo ABC I'ipotenusa misura 8 cm e l'altezza
relativa all’ipotenusa V15 cm. Determina le misure dei lati.

D ___
A AH =+/15cm

Sk
[T
~

T |—
I BC =8cm

Soluzione B
PoniamoBH = x con dominio di variabilitd:0 < x < 8.
Ricaviamo: HC =8-—x

Applicando il 2° Teorema di Euclide al triangolatangolo ABC, AH? =

2
(\/E) =x-(8-—x); 15 = 8x — x?; x> —=8x+15=0;

X1, =4+V1= Soluzioni entrambe accettabili.

Pertanto BH =3cm e HC =5cm (oppureBH = 5 cm

Applicando il 1° T. di Euclide al triangolo rettaotp ABC, AB? = BH-BC
ﬁ:\/ﬁzmcmzxfﬁcmzb/E cm.

Applicando il 1° T. di Euclide al triangolo rettaalp ABC, AC? = HC - BC
R:ﬁ:Fm/E:zm cm.

=
s> T

C ricaviamo:

=42-1-15=1.

e HC = 3 cm)

ricaviamo:

ricaviamo:
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ESERCIZIO 26 EUCLIDE

Nel triangolo rettangolo ABC il cateto AB misura 6 cm e la A
proiezione dell’altro cateto sull’ipotenusa misura 9cm.
Determina le misure dei lati.
— AC =7 p, .
I HC =9cm B H
Soluzione

PoniamoBH = x con dominio di variabilita:0 < x < 6.

Ricaviamo :BC = x + 9

Applicando il 1° T di Euclide al triangolo rettanigoABC, ricaviamoAB? = BH - BC:

62=x-(x+9); 36 = x% + 9x; x> +9x—-36=0;
A=9%2—4-1-(-36) =81+ 144 = 225.
-9 —-15 ]
o4 VIE X, = — = —12 non accettabile
T T -9+ 15 _
X, = — = +3  accettabile

PertantoBH =3cm e BC=12cm.
Applicando il 1° T di Euclide al triangolo rettanigopABC, AC? =C

AC =+/CH-BC =vV9-12¢cm =108 cm = 6V/3 cm .

-BC

ricaviamo:
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ESERCIZIO 27 EUCLIDE

Determina su una semicirconferenza di diametro AB = 2r un punto P tale
che, indicata con H la proiezione di P su AB, risulti AP? + PH? = 8 HB>.

D rreil raggio della semicirconferenza

AB = 2r HB =7

I P € semicirconferenza

Soluzione
Poniamo la misura del segmeri® = x con0 < x < 2r.
Applicando il 1° T di Euclide al triangolo rettanigoAPB, ricaviamo
AP? = AB-AH =2r-(2r — x);
PH?=AB-AH =x-(Qr —x);
Dalla relazioneAP2 + PH? = 8 HB? si ottiene:
2r-(2r —x) + x- (2r —x) = 8x?;
4r? — 2rx + 2rx — x? = 8x?;
9x2 = 4r?;

, 4 2

— 2 — I
x4 ==r*; x=+zr.
9 3

Ovviamente solo la soluzione positiva € accette

Pertanto: HB = %r )
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ESERCIZIO 28 EUCLIDE

Un trapezio isoscele ABCD é inscritto in una semicirconferenza di
diametro AB = 21 e la misura della sua altezza & la meta del raggio.
Determina I’area del trapezio.

ABCD éun trapezio isoscele inscritto in una

una semicirconferenza di diametro AB = 2r; S _ 9
o ABCD =
DH =-r.
2
Soluzione
Poniamo la misura ddH = x, 0 <x<r. Siottiene:HB = 2r — x .

Applicando il 2° Teorema di Euclide al triangolatangolo ABD si ricava:
(€ un triangolo rettangolo perché inscritto in us@micirconferenza).

2

- - 1 1 1
DH? = AH - HB ; (§r> =x-Q2r—x); Zr2=2rx—x2; x2—2rx+Zr2:0;
A
4x%2 —8rx + 12 =0; Z:(—4r)2—4-r2=16r2—4r2=12r2.
4—-233r 2-43 ,
AFN12r2 1= 7 = r>0 accettabile
X = — =
2 A 4+23r 2443 ,
Xy = = r>0 accettabile
4 2
Pertanto AH = _T‘/E T e HB=2r- 2_2‘/5 r= 4_(22_‘/5) r= 2+2‘/§ r
Oppure AH = 2+2\/§ e HB=2r- 2+2‘/§ r= 4_(2;‘/5) r= Z_f r  (soluzioni simmetriche)
Consideriamo AH = _T\/E T.
Essendo il trapezio ABCD isoscele, si K& = T‘@ r.
Ricaviamo la misura della base minore:
CD=HK=AB-AH-KB=2r -2 r 28— or (2-V3)r=2r—2r +V3r=3r.
L’area del trapezio é :
AB+CD __ 2r+\3r 1 2++3
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ESERCIZIO 29 EUCLIDE

b,
In un trapezio isoscele, circoscritto a una circonferenza, I'area misura ® = ]
20a? e il perimetro misura 20a . Determina le misure dei lati del
trapezio.
ABCD éun trapezio isoscele di base
. . : l l
AB circoscritto alla circonferenza I be b= 2
S = 20a® S
p=20a
Soluzione
b,

Siano b; e b, le misure delle basi del trapezio.

Sial la misura del lato obliquo.
Sappiamo che il perimetrp = 20 a. Si ha quindi:
by +b,+1+1=20a

In un quadrilatero circoscritto a una circonferenleasomma di due lati opposti € congruente allamandegli
altri due, cioe: b; + b, =1 +1.

Sostituendosiha: [+1l+1+1=20a; 41 = 20a ; l=>5a.
Da cui siricava che:b; + b, = 10a.

Sappiamo che I'area misuz0a?. Si ha quindi:
b, +b 10 a

2. h=20a%; ——h=20a%;
5a-h=20d?; h=4a.

Applichiamo il Teorema di Pitagora al triangolo tahgolo ADH.

AH = \AD? + DH? = \/(5a)2 — (4a)? = 25a? — 16a2 = 3a.

Dalla relazioneb; + b, = 10a siha:

AH+HK+KB+CD =10a;

3a+b;+3a+b; =10a; 2by =4a; b;=2a.
La base maggiore misura:

b, = AH + HK + KB = 3a + 2a + 3a = 8a.
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