La Parabola

La parabola ¢ il luogo geometrico dei punti del piano equidistanti da un punto fisso F, detto fuoco, e da una retta fissa
d, detta direttrice.

Parabola con il vertice nell’origine e asse coincidente con l'asse y

Consideriamo una parabola con il vertice nell’origine degli assi cartesiani e con il fuoco in F(0; yg)

T
P
: |
F0; yg) |
; _
H Y ="YF
Dalla definizione di parabola come luogo geometrico si ha : PF = PH .
V& =002+ (y = yp)? = |y + ysl (x =0+ —yp)? =y + yp)?
x?+y? +yp? = 2ypy = y? + yp® + 2ypy 4ypy = x*
y = ixz Ponendo i =a siottiene:
F F
= ax? V(0; 0) F(O- 1) asse x =0 direttri __ 1t
y = ; ' I = irettrice  y = —_—

Infatti dalla relazione L =a siottiene: Vg = =,
4yF 4a
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Parabola con asse parallelo allassey (dimostrazione 1)

Consideriamo la parabola y = a x? con il vertice nell’origine e asse coincidente con I'asse y.
Trasliamo la parabola portando il vertice nel punto V(xy ;yy) .
x'=x+xy

Le equazioni della traslazione sono : { ,
y=y+ty

V (v 5 yv)
Yv
X\
© ~ ~ ’
Xy
. — x=x"—xy , . s
Sostituendo le equazioni inverse: y=y —y nell’equazione della parabola y = a x* si ottiene
=Y =W
I’'equazione della parabola con vertice nel punto V (xy ; yy) .
y —yy =a(x —xy)?; y =y, = a(x’2 +xy? — 2xyx'); y' =ax'* — 2axyx’ + ax,® + yy
b = _ZaxV R . . 7 12 !
Ponendo: { 2 si ottiene I'equazione : 'y =ax'" +bx +c.
c=axy“+yy
. . b
Dalla relazione: b = —2axy, siricava: x, = ~5a
a
Essendo il fuoco e il vertice appartenenti b _ b
entrambi all’asse risulta : =700 asse x=-—o
Dalla relazione: ¢ = axy*+y, siha:
, b\’ b? b? A
Yy = —axy +c=—a<—%> +c=—am+c=—g+c= 14
Dall’equazione della traslazione y' =y +y,  siha:
oy v = 1+( A)_l—A
YF=Jr yV_4a 4a)  4a
ey 4y = 1+< A)_ 1+A
Ya=YaTYVv = 4a 2a) = 4a
. b A b
Riassumendo : y = ax? + bx + ¢ <_% ’ _E) LB = ]

e l'equazione di una parabola con : b 1-A ) . 1+A
F (— ; ) direttrice: y = — 1
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Parabola con asse parallelo all'assey (dimostrazione 2)

Consideriamo nel sistema di riferimento Oxy una parabola con il vertice nel punto V (xy ; yy) e con asse
di simmetria parallelo all’asse y .

X V (xy; yv)
Yv -

[e] - v

Xy

La parabola, nel sistema di riferimento VXY con I'origine coincidente con il vertice V della parabola e gli assi
paralleli ed equiversi ai vecchi assi, ha equazione: Y = a X?

1 1
con V(0;0) F (O; —) direttrice: ¥ = —— asse: X=0
4a 4a
Per trovare I'equazione della parabola nel vecchio sistema di riferimento Oxy operiamo una traslazione di
assi di equazione: {X X
7 CW=y-w
Y=y =alx—xy)? y =y =alx® +xy% — 2xyx)

y = ax? — 2axyx + axy® + yy

b = —2axy o . )
Ponendo: { 2 si ottiene I'equazione : y = ax“+bx +c.
c=axy“+yy
V( b A) _ b
y=ax?*+bx+c 2a’  4a asse X = T

e I' equazione di una parabola con : b 1-A , , 1+A
F( ) direttrice: y = —

2a’ 4a 4a
Infatti, dalla relazione: b = —2axy siricava:
b b b
Xy = —— Xp=—— asse x=——
v 2a F 2a 2a
Dalla relazione: ¢ = axy? + si ricava: = —ax 2+c——a(—i)2+c——a£+c——b—z+c——A
z ’ - |4 v ’ Yv = |4 - 2a - 4q2 T 4a T 4a

Dall’equazione della traslazione Y =y —y, siha: y =Y +y, dallaquale siottiene:

1 A 1-A

=Y = —_— =
YF Pty 4a 4a 4a

1 A 1+A

=Y = —-——— = —
Ya atyv 4a 4a 4a
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Parabola con asse parallelo allassey  (dimostrazione 3)

La parabola € il luogo geometrico dei punti del piano equidistanti da un punto fisso, detto fuoco, e da una retta fissa,
detta direttrice.

Siano: F (XF; yF) il fuoco, y =d ladirettrice e P (X; y) un punto della parabola.

Dalla definizione si ha: PF =PH .
Jox=x F+(y-ye P =ly -d;

(x=xc P +(y -ye F =(y-d):
X? = 2% X + %2 +y? 4y =2ypy =y? - 2dy +d?;

X2 =2XeX + X +yes —2ypy =d? —2dy;
2dy =2y, y = X2 +2X. X = X.° —yg- +d?;
2y, y —2dy = x? = 2x. X + x> +y. > —d?;
2(y, —d)y =x% = 2% X + X2 +yp 2 —d?;

y = 1 K2 —_XE X+XF2+yF2_d2
2(ye -d) ye —d 2(ye -d)
1 _a
2(ye -d) . (_ j
Ponendo: |- Xe - b si ottiene: 'y =ax? +bx +c con 2a’ 4a
ye —d 14
2 2 2 d: 5
Xg“+ye —d° _ 4a
2(yF_d) a: X=—
2a
Infatti, ricavando le formule inverse si ha:
X
1 -ZF =p b
ye-d=— "1 X === _ b
2a 2a 2a Xg = _E
- w2y ?_g? X2 +ye? —d? e , ] . sostituendo Xg nella I
- %=C 1 Xe~ +yeS —d? ==
20— a a
2a
b 2 2 2 Cc 2 2 b2 C 2 2 _b2 +4aC 2 2 A
-—— | + -d?==; —d°=—-—+=; -d° = ; -d°=-——;
( 2aj Ve a Ve 42’ a Ve 432 F 4a?
1 1
Ye —d=— Ye —d=—
yi| 1 2a 2a
(ve +d)dys -d)=- 2 ma ye-d=_— =
4a 2a (y +d)[.'1_:—i y +d :—A
F 2a  4a’ F 2a
Sommando membro a membro si ha: 2y, = 1 —A; F = 1-4
2a 2a 4a
Sottraendo membro a membro si ha: 2d = 4.1 ;o d= _1+4
2a 2a 4a

L'ascissa del vertice & uguale all'ascissa del fuoco.

2
L'ordinata del vertice &: y,, = a(—ij +b Eﬁ—

2a " 4a 2a 4a 4a 4a’

b _b? Db? b?-2b? +4ac _-b*+4ac _ A
2a e “2a ¢ -

Matematica www.mimmocorrado.it 4



Parabola con asse parallelo all'asse x

Con procedimento analogo seguito per la parabola con asse parallelo allasse y si ottiene I'equazione della parabola
con asse parallelo all’'asse x.

WAV
450 28
F(M_ij
x =ay® +by +c con da e 2
1+4
d: =—
4a
a y=—2£a
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ente con l'asse y

Parabola con il vertice nell’origine e asse coincid

— 2
y=ax’|a>0 y=ax"la<0
VA vA
=1
d Y 4a
V(0; 0) .
F(O; %) X
a
o)
- 4a
V(0 ;0) X
d 1
Y= 4
Parabola con il vertice nell'origine e asse coincid ente con l'asse x
2 x=ay?la<0
A X= ay a> 0 VA
d Y q
VOON £ L, X F[ 1 ?0] V(0;0) X
4a’ 4a
x= -t =L
4a 4a
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