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SSIIMMUULLAAZZIIOONNEE  PPRROOVVAA  SSCCRRIITTTTAA  
RReettttaa  ee  PPaarraabboollaa  

 

EEsseerrcciizziioo  11  
In figura è rappresentato il grafico di una funzione del 
tipo: 

݂ሺݔ) = ൝
ଶݔܽ +   ݔܾ

ݔ݉ + ݍ

           
ݔ  ݁ݏ < 1

ݔ  ݁ݏ ≥ 1
 

 

 
1. Trova i valori di ܽ, ܾ, ݉,   .ݍ
2. Disegna il grafico della funzione:  ݕ = | ݂ሺݔ) | 
3. Disegna il grafico della funzione:  ݕ = ݂ሺ |ݔ| ) 

 

Soluzione 

La funzione  ݕ = ଶݔܽ +  .e passante per l’origine  ݕ  è una parabola con asse parallelo all’asse delle  ݔܾ

Per determinare la sua equazione imponiamo il passaggio per i punti  ܣ  e  ܤ . 

൜
3 = ܽሺ1)ଶ + ܾ ∙ 1          
0 = ܽሺ−2)ଶ + ܾ ∙ ሺ−2)

                                 ቄ3 = ܽ + ܾ     
0 = 4ܽ − 2ܾ

                                 ൜
ܾ = 3 − ܽ                 
4ܽ − 2ሺ3 − ܽ) = 0

  

ቄ
− − −                       
4ܽ − 6 + 2ܽ = 0

                                           ቄ
− − −
6ܽ = 6

                                                ቄܾ = 2
ܽ = 1

  

 

La funzione  ݕ = ݔ݉ +  .è una retta  ݍ

Per determinare la sua equazione imponiamo il passaggio per i punti  ܣ  e  ܦ . 

൜
3 = ݉ ∙ 1 + ݍ
0 = ݉ ∙ 7 + ݍ

                                ቄ6݉ = −3
− − −

                                 ൞
݉ = −

1
2

                 

ݍ = 3 − ൬−
1
2

൰ =
7
2

  

Pertanto la funzione è     ݂ሺݔ) = ቐ
ଶݔ +   ݔ2

−
௫

ଶ
+

଻

ଶ
      

           
ݔ  ݁ݏ < 1

ݔ  ݁ݏ ≥ 1
 

 

ݕ = |݂ሺݔ)| = ቐ
+݂ሺݔ)  

−݂ሺݔ)
         

(ݔሺ݂  ݁ݏ ≥ 0

(ݔሺ݂  ݁ݏ < 0
 

 

In altri termini, il grafico della funzione  
ݕ = |݂ሺݔ)|  si ottiene simmetrizzando, 
rispetto all’asse delle ݔ, i rami del grafico che 
si trovano nel semipiano negativo delle ݕ. 
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La funzione  ݕ = ݂ሺ |ݔ| ) = ቐ
݂ሺ+ݔ)  

݂ሺ−ݔ)
         

ݔ  ݁ݏ ≥ 0

> ݁ݏ 0
 

In altri termini, il grafico della funzione  ݕ = ݂ሺ |ݔ| )  si ottiene simmetrizzando, rispetto all’asse delle ݕ, il 
ramo del grafico che si trova nel semipiano positivo delle ݔ. 
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EEsseerrcciizziioo  22  
Scrivi l’equazione della parabola   nella figura di vertice 
V e tangente alla retta t di equazione  2ݔ + ݕ2 − 9 = 0 . 

a. Verifica che il punto di tangenza tra t e , il fuoco di  e 
il punto d’intersezione tra  e l’asse y sono allineati. 

b. Determina l’equazione della retta r parallela a t in modo 

che intercetti su  una corda di lunghezza 22 . 

c. Nella parte di piano compresa fra  e l’asse x, inscrivi 
un quadrato avente un lato sull’asse x.  

Soluzione 

La parabola    della figura ha l’asse di simmetria 
parallelo all’asse ݕ , pertanto la sua equazione è del tipo: 

ݕ = ଶݔܽ + ݔܾ + ܿ 
Sfruttiamo la conoscenza delle coordinate del vertice. 

ቊ
−

௕

ଶ௔
= 1                       

3 = ܽ ∙ 1ଶ + ܾ ∙ 1 + ܿ
                  ቄ ܾ = −2ܽ           

3 = ܽ − 2ܽ + ܿ
                    ቄܾ = −2ܽ  

ܿ = ܽ + 3
   

Otteniamo il fascio di parabole di equazione:  ݕ = ଶݔܽ − ݔ2ܽ + ܽ + 3 . 

Per determinare l’equazione di    sfruttiamo la tangenza della retta t. 

൜
ݕ = ଶݔܽ − ݔ2ܽ + ܽ + 3 
ݔ2 + ݕ2 − 9 = 0             

                    ቐ
ݕ = ଶݔܽ − ݔ2ܽ + ܽ + 3 

ݕ = ݔ− +
9
2

                       
             ቊ−ݔ +

9
2

= ଶݔܽ − ݔ2ܽ + ܽ + 3 
− − −                       

  

ቊܽݔଶ + ሺ1 − ݔ(2ܽ + ܽ −
3
2

= 0 
− − −                       

  

Imponiamo la condizione di tangenza. 

∆= 0 ;       ܾଶ − 4ܽܿ = 0 ;               ሺ1 − 2ܽ)ଶ − 4 ∙ ܽ ∙ ൬ܽ −
3
2

൰ = 0 ;            1 + 4ܽଶ − 4ܽ − 4ܽଶ + 6ܽ = 0 ; 

2ܽ = −1 ;              ܽ = −
1
2

 . 

Pertanto l’equazione di     è   ࢟ = −
૚

૛
࢞૛ + ࢞ +

૞

૛
  . 

 

Soluzione a 

Determiniamo le coordinate del punto di tangenza tra t e  . 

൞
ݕ = −

1
2

ଶݔ + ݔ +
5
2

 

ݕ = ݔ− +
9
2

            

                      ൞
ݔ− +

9
2

= −
1
2

ଶݔ + ݔ +
5
2

 

− − −            

                        ൝
ݔ2− + 9 = ଶݔ− + ݔ2 + 5 

− − −            

  

൝
ଶݔ − ݔ2 + 9 − ݔ2 − 5 = 0 

− − −            

          ൝
ଶݔ − ݔ4 + 4 = 0 

− − −            

          ൝
ሺݔ − 2)ଶ = 0 

− − −            

       ൞

ଵ,ଶݔ = 2 

ݕ =
5
2

     

        ⇒    ܶ ൬2 ; 
5
2

൰ 

Determiniamo le coordinate del punto d’intersezione tra  e l’asse y . 

ቊݕ = −
ଵ

ଶ
ଶݔ + ݔ +

ହ

ଶ
 

ݔ = 0                         
                      ቐ

ݕ =
ହ

ଶ
 

ݔ = 0 

          ⇒ ; ቀ0 ܣ        
ହ

ଶ
ቁ  
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L’ascissa del fuoco è    ݔ௏ = 1 .     

L’ordinata del fuoco è  ݕ௏ =
ଵି∆

ସ௔
=

ଵିቀ ଵమିସ∙ቀି
భ
మ

ቁ∙
ఱ
మ

 ቁ

ସ∙ቀିభ
మ

ቁ
 =

ଵିሺ ଵାହ )

ିଶ
=

ହ

ଶ
  .     

Pertanto le coordinate del fuoco sono:  ܨ ቀ1 ;  
ହ

ଶ
ቁ . 

I tre punti  ܨ ቀ1 ;  
ହ

ଶ
ቁ ,      ܶ ቀ2 ;  

ହ

ଶ
ቁ     e     ܣ ቀ0 ; 

ହ

ଶ
ቁ  appartengono alla retta orizzontale  ݕ =

ହ

ଶ
  ,  pertanto 

sono allineati.  

 

Soluzione b 

La generica retta parallela alla retta tangente  t  ha 
equazione:  ݕ = ݔ− +  ݍ

 

Determiniamo le coordinate dei punti di intersezione 
della parabola con tale retta.  

൝ݕ = −
1
2

ଶݔ + ݔ +
5
2

 

ݕ = ݔ− +             ݍ
              ቊ−ݔ + ݍ = −

1
2

ଶݔ + ݔ +
5
2

 
− − −            

  

ቊ
1
2

ଶݔ − ݔ2 + ݍ −
5
2

= 0 
− − −            

       ቄݔଶ − ݔ4 + ݍ2 − 5 = 0 
− − −            

    

൜ݔଵ,ଶ = 2 ± ඥ4 − ሺ2ݍ − 5)  
− − −            

       ൜ݔଵ,ଶ = −2 ± ඥ9 −   ݍ2
− − −            

  

I punti di intersezione hanno coordinate:          
ܲ ൫−2 − ඥ9 − ;  ݍ2   2 + ݍ + ඥ9 − ൯ݍ2

ܳ ൫−2 + ඥ9 − ;  ݍ2   2 + ݍ − ඥ9 − ൯ݍ2
 

Imponiamo che la lunghezza della corda sia    ܲܳതതതത = 2√2 ; 

ටൣ−2 − ඥ9 − ݍ2 − ൫−2 + ඥ9 − ൯ ൧ݍ2
ଶ

+ ൣ2 + ݍ + ඥ9 − ݍ2 − ൫2 + ݍ − ඥ9 − ൯ ൧ݍ2
ଶ

= 2√2  ; 

Elevando ambo i membri al quadrato (il radicando è sempre positivo e il secondo membro è positivo): 

ൣ−2 − ඥ9 − ݍ2 + 2 − ඥ9 − ൧ ݍ2
ଶ

+ ൣ2 + ݍ + ඥ9 − ݍ2 − 2 − ݍ + ඥ9 − ൧ ݍ2
ଶ

= 8  ; 

ൣ−2ඥ9 − ൧ ݍ2
ଶ

+ ൣ2ඥ9 − ൧ ݍ2
ଶ

= 8  ; 

4ሺ9 − (ݍ2 + 4ሺ9 − (ݍ2 = 8  ; 
36 − ݍ8 + 36 − ݍ8 = 8  ; 
ݍ16 = 64  ; 
ݍ = 4  . 
L’equazione della retta r è :     ࢟ = −࢞ + ૝ 
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Soluzione c 

Determiniamo le coordinate dei vertici  G  e  F . 

൝ݕ = −
1
2

ଶݔ + ݔ +
5
2

 

ݕ =                           ݍ
                   ቊݍ = −

1
2

ଶݔ + ݔ +
5
2

 
− − −         

  

ቊ
1
2

ଶݔ − ݔ + ݍ −
5
2

= 0 
− − −         

               ቄݔଶ − ݔ2 + ݍ2 − 5 = 0 
− − −         

  

൜ݔଵ,ଶ = 1 ± ඥ1 − ሺ2ݍ − 5)  
− − −            

      ൜ݔଵ,ଶ = 1 ± ඥ6 −   ݍ2
− − −            

  

 

⇒ ൫1 ܨ       + ඥ6 − ; ݍ2 ൫1 ܩ      ൯      eݍ  − ඥ6 − ; ݍ2  .൯ݍ 

Affinchè il quadrilatero EFGH  sia un quadrato, deve risultare:  ܩܨതതതത =  . തതതതܨܧ
ிݔ| − |ீݔ = ிݕ| − ிݔ  ா| ;             Essendoݕ − ீݔ ≥ 0     e     ݕி − ாݕ ≥ 0    si  ottiene: 

ிݔ − ீݔ = ிݕ − ாݕ  ; 

1 + ඥ6 − ݍ2 − ൫1 − ඥ6 − ൯ݍ2  = ݍ   − 0 ; 

2ඥ6 − ݍ2  =  ; ݍ  

ඥ6 − ݍ2  =   
ݍ
2

 ; 

൞

ݍ ≥ 0           
6 − ݍ2 ≥ 0  

6 − ݍ2 =
ଶݍ

4

                     ቐ
ݍ ≥ 0           
ݍ ≤ 3           

24 − ݍ8 = ଶݍ

                     ቐ
ݍ ≥ 0           
ݍ ≤ 3           

ଶݍ + ݍ8 − 24 = 0

                  ቐ
ݍ ≥ 0               
ݍ ≤ 3               

ଵ,ଶݍ = −4 ± √16 + 24

  

ቐ
ݍ ≥ 0               
ݍ ≤ 3               

ଵ,ଶݍ = −4 ± √40

             

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ݍ ≥ 0               

ݍ ≤ 3               

ଵ,ଶݍ = −4 ± 2√10 =
ଵݍ = −4 − 2√10

ଶݍ = −4 + 2√10
   

  

Soltanto la soluzione ݍଶ = −4 + 2√10  è  accettabile, poiché verifica le condizioni:   0 ≤ ݍ ≤ 3  . 
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EEsseerrcciizziioo  33  
Sia dato il fascio di parabole di equazione:    ݇ݔଶ + ݔ + ݕ2 − 9݇ − 1 = 0 ,     ݇ ∈ ܴ  . 

a. Individua la natura del fascio, trova eventuali punti base e parabole degeneri. 
b. Determina la parabola  ߛ  tangente in A(3; –1) alla retta : 4 0t x y   . 
c. Dopo aver trovato la retta r passante per B(–3; 2) e perpendicolare a t, verifica che passa per il 

vertice di ߛ . 
d. Detto C il punto di intersezione fra t e r, determina l’area di ciascuna delle due parti in cui il 

triangolo ABC è diviso da  ߛ . 

Soluzione a 

Scriviamo l’equazione del fascio di parabole come combinazione lineare:   ݔ + ݕ2 − 1 + ݇ ∙ ሺݔଶ − 9) = 0  

Per  ݇ = 0   si ottiene la parabola degenere     ߛଵ:       ݔ + ݕ2 − 1 = 0  

∄݇ ∈ ݇   ݎ݁݌   , ܴ → ∞ si ottiene la parabola degenere     ߛଶ:       ݔଶ − 9 = 0 ;  ሺݔ + 3)ሺݔ − 3) = 0
  

Determiniamo gli eventuali punti base del fascio: 

൜
ݔ + ݕ2 − 1 = 0
ଶݔ − 9 = 0        

                ቄݔ = 1 − ݕ2
− − −        

                 ቄ
− − −      

ሺ1 − ଶ(ݕ2 − 9 = 0
                      ቄ

− − −      
1 + ଶݕ4 − ݕ4 − 9 = 0  

  

ቄ
− − −      

ଶݕ4 − ݕ4 − 8 = 0
           ቄ

− − −      
ଶݕ − ݕ − 2 = 0

         ൝

− − −               

ଵ,ଶݕ =
1 ± √1 + 8

2
=

1 ± 3
2

       

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ

− − −

ଵݕ =
1 − 3

2
= −1

ଶݕ =
1 + 3

2
= +2

  

൜
ଵݔ = +3
ଵݕ = −1

 

൜
ଶݔ = −3
ଶݕ = +2

 

            ⇒         A ሺ3 ;  −1)           e         B ሺ−3 ; 2)    Punti base del fascio. 

 

Scriviamo il fascio di parabole in forma canonica:  

ଶݔ݇ + ݔ + ݕ2 − 9݇ − 1 = 0 ;                                   
ݕ2 = ଶݔ݇− − ݔ + 9݇ + 1 

ݕ = −
݇
2

ଶݔ −
1
2

ݔ +
9
2

݇ +
1
2

  . 

 

Per  ݇ = 0  si ottiene la parabola degenere (retta):    

ݕ = −
1
2

ݔ −
1
2

  ; ݕ2        = ݔ− − 1 ; ݔ      + ݕ2 − 1 = 0  . 

 

Pertanto le parabole degeneri sono: 

la retta di equazione    ݔ + ݕ2 − 1 = 0 ,      

la coppia di rette verticali      ݔ + 3 = 0     e     ݔ − 3 = 0 . 

 

Rappresentiamo alcune parabole del fascio. 

Per ݇ = ݕ     ⇒    2 = ଶݔ− −
ଵ

ଶ
ݔ +

ଵଽ

ଶ
 

Per ݇ = ݕ   ⇒    2− = ଶݔ −
ଵ

ଶ
ݔ −

ଵ଻

ଶ
  . 
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Soluzione b 

La parabola  ߛ  tangente in A(3; –1) alla retta  ݔ  :ݐ − ݕ − 4 = 0  si ottiene sfruttando la condizione di 
tangenza della retta alla parabola. 

൝ݕ = −
݇
2

ଶݔ −
1
2

ݔ +
9
2

݇ +
1
2

ݔ − ݕ − 4 = 0                    
                ൝ݕ = −

݇
2

ଶݔ −
1
2

ݔ +
9
2

݇ +
1
2

ݕ = ݔ − 4                                
             ቊݔ − 4 = −

݇
2

ଶݔ −
1
2

ݔ +
9
2

݇ +
1
2

− − −                                
  

ቄ2ݔ − 8 = ଶݔ݇− − ݔ + 9݇ + 1
− − −                                

           ቄ݇ݔଶ + ݔ3 − 9݇ − 9 = 0
− − −                                

  

Imponiamo la condizione di tangenza. 

∆= 0 ;       ܾଶ − 4ܽܿ = 0 ;                     3ଶ − 4 ∙ ݇ ∙ ሺ−9݇ − 9) = 0 ;                36݇ଶ + 36݇ + 9 = 0 ;  

ሺ6݇ + 3)ଶ = 0 ;                                       6݇ + 3 = 0 ;                                           ݇ଵ,ଶ =  −
1
2

  . 

Pertanto la parabola ha equazione: 

ݕ =
1
4

ଶݔ −
1
2

ݔ −
7
4

 

 

Soluzione c 

Il coefficiente angolare della retta t  è  ݉௧ = 1. 

La retta r passante per B(–3; 2) e perpendicolare a t ha equazione: 

ݕ − ஻ݕ = −
1

݉௧
∙ ሺݔ − ; (஻ݔ ݕ         − 2 = −1 ∙ ሺݔ + 3) ; ݕ          = ݔ− − 1  . 

Il vertice della parabola  ߛ  ha coordinate: 

௏ݔ = −
ܾ

2ܽ
 = −

−
1
2

2 ∙
1
4

 = 1                                  

௏ݕ =
1
4

∙ 1ଶ −
1
2

∙ 1 −
7
4

=
1 − 2 − 7

4
=

−8
4

= −2

        ⇒        ܸ ሺ1 ; −2) 

Tale punto appartiene alla retta  ݕ = ݔ− − 1 .  Infatti:    −2 = −1 − 1  .   

 

 

 

ܥ            (݀ ൬
3
2

 ;  −
5
2

൰          
19
3

        
5

12
 

 

 

 


