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IIppeerrbboollee  
EEsseerrcciizzii  

 

 

EEsseerrcciizziioo  448866..227700  

a) Considera l’iperbole di equazione  9�� − �� + 9 = 0. Individua i suoi vertici e rappresentala 
graficamente. 

b) Trova le equazioni delle rette tangenti all’iperbole condotte dal punto 
 �−1; ���. Siano � e � i punti di tangenza  ��� > ���. 
c) Calcola l’area del triangolo ABC. 
d) Determina un punto � sull’iperbole, con ordinata positiva e ascissa minore dell’ascissa di �, 

tale che  ������ = ��√���, essendo � la proiezione di � sulla retta ��. 

 

Soluzione a 

9�� − �� + 9 = 0 ;          ��� −  �! = −1 ;   si tratta di una iperbole riferita al centro con i fuochi 

sull’asse � . "� = 1 ;        #� = 9 . 
Il semiasse trasverso  # = 3.  Il semiasse non trasverso  " = 1. 

I vertici reali hanno coordinate:  &��0 ; 3�  e  &��0 ; −3�.  

Gli asintoti hanno equazioni:  � = ∓ �� �. 

Il grafico è rappresentato a lato. 

Soluzione b 
Le equazioni delle rette tangenti mandate dal punto A si ottengono imponendo nel sistema seguente la condizione di 
tangenza  ∆= 0 : 

) 9�� − �� + 9 = 0 � − �* = +�� − �*�,           -9�� − �� + 9 = 0 � − 35 = +�� + 1�,            
-9�� − �� + 9 = 0 � = +� + + + 35 ,            /9�� − 0+� + + + 351� + 9 = 0 − , 
/9�� − +��� − +� − !�� − 2+�� − �� +� − �� + + 9 = 0 – ,  
)�9 − +���� − 2 �+� + �� +� � − �� + − +� + ����� = 0 − ,  
Imponiamo la condizione di tangenza:  

∆4 = 0 ;        
�+� + �� +�� − �9 − +�� �− �� + − +� + ����� � = 0  +4 + !�� +� + �� +� + �4� + + 9+� − �!44�� − �� +� − +4 + ����� +� = 0  !�� +� + �4� + + 9+� − �!44�� + ����� +� = 0  9+� + 270+ + 225+� − 1944 + 216+� = 0 450+� + 270+ − 1944 = 0 25+� + 15+ − 108 = 0 ∆= 225 + 10800 = 11025 

+�,� = :��∓�;��; = +� = − ���+� = + !�    Pertanto le equazioni delle rette tangenti sono:   � = − ��� � − !�       e    � = !� � + ���  .    
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Soluzione c 

Determiniamo le coordinate dei punti di tangenza: 

-9�� − �� + 9 = 0� = 95 � + 125 ,                       /9�� − 095 � + 125 1� + 9 = 0− ,                    <9�� − 8125 �� − 14425 − 21625 � + 9 = 0− , 
=225�� − 81�� − 144 − 216� + 225 = 0− ,                =144�� − 216� + 81 = 0− ,            =16�� − 24� + 9 = 0− , 
=�4� − 3�� = 0− ,          =4� − 3 = 0− ,          > � = 34                                                

� = 95 ∙ 34 + 125 = 2720 + 125 = 7520 = 154
,              ⇒          � 034 ; 154 1 

 

-9�� − �� + 9 = 0� = − 125 � − 95 ,                       /9�� − 0− 125 � − 951� + 9 = 0− ,                     <9�� − 14425 �� − 8125 − 21625 � + 9 = 0− , 
=225�� − 144�� − 81 − 216� + 225 = 0− ,                =81�� − 216� + 144 = 0− ,            =9�� − 24� + 16 = 0− , 

=�3� − 4�� = 0− ,          =3� − 4 = 0− ,          > � = 43                                                
� = − 125 ∙ 43 − 95 = − 165 − 95 = −5,              ⇒          � 043 ; −51 

 

A*�� = B  12 ∙ C�* − �� �* − ���� − �� �� − ��C  B  =  D 12 D−1 − 34 35 − 15443 − 34 −5 − 154 D D =  D 12 D− 74 − 6320712 − 354 D D = 

=   C �� E− F4 ∙ �− ��4 � − F�� ∙ �− ���;�G C   =   C �� E�4��� + 44��4;G C   =   
=   B 1 2 H3675 + 441240 I B   =   B 12 H4416240 I B   =   4116480   =   34340  . 
 

 

 

Soluzione d 

Nell’equazione dell’iperbole esplicitiamo l’incognita �: 9�� − �� + 9 = 0 ;                   �� = 9�� + 9 ;                 � = ∓J9�� + 9 ;                � = ∓3J�� + 1 

Il generico punto �  con ordinata positiva ha coordinate:  � K L ; +3√L� + 1 M  con  L < 4� . 

Per imporre la condizione:  ������ = ��√���  occorre prima determinare l’equazione della retta BC. 

� − ���� − �� = � − ���� − ��  ;                                 � − 154−5 − 154 = � − 3443 − 34 ;                           � − 154− 354 = � − 34712  ; 
− 435 0� − 154 1 = 127 0� − 341 ;            − 435 � + 37 = 127 � − 97 ;                −4� + 15 = 60� − 45 ; 60� + 4� − 60 = 0 ;                                15� + � − 15 = 0 O15 ∙ L + 1 ∙ 3√L� + 1 − 15O√15� + 1 = 12√226 ;             O15L + 3√L� + 1 − 15O√226 = 12√226 ; 
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 C15L + 3JL� + 1 − 15C = 12 ; 
 

15L + 3JL� + 1 − 15 = ∓12 ;                     15L + 3JL� + 1 − 15 = −12 
15L + 3JL� + 1 − 15 = +12                          

3JL� + 1 = 3 − 15L   
3JL� + 1 = 27 − 15L  

 

Risolviamo prima l’equazione   3√L� + 1 = 3 − 15L   
JL� + 1 = 1 − 5L             ) 1 − 5L ≥ 0               L� + 1 = �1 − 5L�� ,            / L ≤ 15               L� + 1 = 1 + 25L� − 10L,                    / L ≤ 15               24L� − 10L = 0,           
/ L ≤ 15               2L�12L − 5� = 0,                    

RST
SUL ≤ 15                                       L� = 0      
VVWXX"#YZW         L� = 512    [\[ 
VVWXX"#YZW

,                           
 

Risolviamo poi l’equazione   3√L� + 1 = 27 − 15L 

JL� + 1 = 9 − 5L              ) 9 − 5L ≥ 0               L� + 1 = �9 − 5L�� ,            / L ≤ 95               L� + 1 = 81 + 25L� − 90L,                 / L ≤ 95                         24L� − 90L + 80 = 0, 

/ L ≤ 95               12L� − 45L + 40 = 0,                    / L ≤ 95                              ∆= 2025 − 1920 = 105 ;,             RSS
TS
SU L ≤ 95                                       

L� = 45 − √10524       
VVWXX"#YZW        
L4 = 45 + √10524      [\[ 
VVWXX"#YZW

, 
 

Dovendo essere però l’ascissa del punto  �  minore dell’ascissa di �,  cioè  L < 4�  la soluzione  L� = 4�:√�;��4   non è 

accettabile. L’unica soluzione accettabile è la soluzione  L� = 0 . 

Pertanto il punto � richiesto ha coordinate   � K 0 ; +3√0� + 1 M   cioè   �� 0 ;  3 � . 
 


