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PIANO NAZIONALE INFORMATICA

Problema 1

Punto 1.1
Data la funzionef(x) = x + In4 + ex2+1 calcoliamo i limiti :
Poiché:
. 2 . 2 .
x_L)r_nooex_}_l:Z e x—lzi-nooex+1=0 si ha che:
} 2 .
lim |x+1n4+ ~ = — o0 lim |x+In4+ =4 o0
X——00 e*+1 X—>+00 e*+1
Punto 1.2
Soluzione 1
Determiniamof (x) + f(—x)
2

f(x)+f(—x)=x+ln4+ex —x+In4+ 1
X))+ f(=x)=2In4+ 2 + 2
flx f(=x) =2In e*+1 e™*+1
X))+ f(=x)=2In4+ 2 + 2

ex

=2In4 2 2

fG)+ f(=x) =2In +ex+1+1+ex

ex
() + f(=x) = 2In4 + L
flx f(=x) =2In e*+1 1+4e*
() + f(—x) = 214 + 22
fO)+f(=x) =2Ind+ 57
(x) + f(—x) = 21 ppdred) X*41#0
f(x)+ f(—=x) =2In P con e

f)+f(—x)=2In4+2

Pertanto: f(x) + f(—x) =2-(1+1n4)

che si puo riscrivere comégi(x) = —f(—=x) +2- (1 +1n4)
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Ricordando che le equazioni della simmetria rispeid un puntoP, (x,; y,) SONO:
{x’ =—x+2-%

yi=-y+2-y

Le equazioni della simmetria rispetto al purd@0; 1 +1n4) sono:

{x’ = —x

yl=—y+2(1+1In4)

2
eX+1

Sostituendo tali equazioni nella funziong:= x + In 4 + si ottiene:

—y+2(1+1n4)=-x+In4+
y+2d+hnd)=-—x+ind+ ooy

—y+2+2n4=—-x+In4+ 1

2
—y+2+21n4=—x+ln4+m
ex
2e*
—y=—2—x—ln4+1+ex
_ 2e*
y—x+ln4+2—1+ex
_ 242e*¥-2¢*
y=x+In4+ R
2
y=x+ln4+1+ex.

2
e +1

Pertanto il punto il puntoA(0; 1 +1In4) é il centro di simmetria della funzion@&(x) .

che e la funzione dataf (x) = x + In4 +

Soluzione 2

Ricordando che il punto Bx; y) corrisponde nella simmetria di centroal punto P (x’; y')
seA e il punto medio del segmento PRioé se:
x+x y+y
= xA
2 2
Nel nostro caso, preso un generico punfa Pf(x)) del grafico, anche il punt®’'(—x; f(—x)) appartiene
alla curva I', e tale coppia di punti soddisfa le equazioniasimmetria di centroA(0; 1+ In4).

Infatti:

!

=Ya

x+x'=x—x=0 y+y f)+f(=x) 2-(1+In4)

> > > > > 1+In4
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Punto 2.1
La funzione:f(x) =x + In4 + # e definita, continua e strettamente crescenteatio R.
Infatti:

FlG) =14 —2e* (e*+1)2—2e* e*+1+2e*—2e* e**+1
x) = = =

e*+12  (e*+1)2 (e* + 1)2 ~ (e* + 1)2
fi(x)>0 Vx ER.
Essendo inoltre:

2
lim |x+1In4+ = — o0 lim |x+1In4+

X—>—00 e*+1 xX—=+00 e*+1

=+

la funzione f(x) incontralarettaf(x) =m sempre e solo in un punto.

Pertanto I'equazionef (x) = m ammette una e una sola soluzione reale.

Punto 2.2

Avendo dimostrato precedentemente che:
fX)+f(=x)=2-(1+1In4) sostituendox = a si ha che:
fl@+f(—a)=2-(1+In4); sostituendof (a) =3  si ha che:

3 + f(—a) =2+2In4;
f(—a) =—1+2In4;
Pertanto: m = —-1+2In4;

Punto 3.1
Occorre verificare che:
2e”*
+2+4+In4-— = +In4 + Vx ER
x n e*+1 x n e*+1 x

XY+2+ma—2 = ¥tina+-2
e*+1 \ e*+1
5 2e”* B 2

eXx+1  e*+1
2e* —2e* + 2 _ 2

e*+1 e 41

2 2
= vera Vx€E€R

e*+1 e*+1
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Punto 3.2

Determiniamo I'asintoto obliquo a destry = mx + q della curvarl :

flx x+ln4+exa_1 n4 —ex2+1 In4 2 1
m= lim =2 = lim = lim [1+—+&FL = jim 14+ ==+ — -%:
x>+ X X—>+00 x x—+00 X X x—>+00 X e*+1 x

. 2
—x]— lim [ln4+ex+1] =ln4

q= xl_l)gloo[f(x) —x] = xl_l)rlloo x+In4+ Jim

e*+1

Pertanto la rettay = x + In4 € un asintoto obliquo a destra della curya

Determiniamo I'asintoto obliquo a sinistray = mx + q della curvar :

) x+ind+ oo 4 st ma 2 1
X n n
m= lim —= = lim e*+1_ lim 1+—+ﬁ = lim |14+ — —]=
x——00 X X——0o X xX——00 X X X——0o0 X e*+1 x
= lim [f(x) —x] = lim |x+In4+ ]—1' P4+ 2 ]—2+14
q_x—l>r—noo N x _x—l>r—noo xTm eX+1 X _x—l>rpoo n e +1] n

Pertanto larettay = x + 2 + In4 & un asintoto obliquo a sinistra della curva.

Punto 3.3

x4 indy+ 27 (e + 1) -1

Soluzione 1
Per dimostrare che la curvd’ e interamente compresa nella striscia piana deéitaidai due asintoti occorre
provare che:

x+md<f(x)<x+2+In4 Vx €R

2
e*+1

Sostituendo I'espressione della funziong{x) = x + In4 + si ottiene:

x+nd<x+ind+— 0<— verificata Vx € R
eX+1 eX+1
Sostituendo I'altra espressione della funziong{x) = x + 2 + In4 — e2xe+1 si ottiene:
x+2+n4—2<x+2+In4 2 22 >0 verificata Vx € R
eX+1 eX+1 eX+1
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Soluzione 2
Per dimostrare che la curvd’ € interamente compresa nella striscia piana deéitaidai due asintoti occorre
provare che:

x+md<f(x)<x+2+In4 Vx €R
si ottiene:
cioé:
0< pran) <2 dividendo per 2:
0< <1 vera Vx €R poiche e*+1>1 Vx€R
e*+1
Punto 4.1
x+In(4)+2/ (e"x;l-’a)
0
2 1 0 1 2 3
Soluzione 1

Calcoliamo l'integrale:

B B 2 B 2
I(,B)=jo [f(x)—x—ln4]dx=j; [x+ln4+ex+1—x—ln4]dx=jO pran dx =
Determiniamo dapprima I’integrale indefinito:

f ! dx=f1+e f[1+ex ]dx—x—lnle +1|+c¢
e*+1 *+1 e*+1 e*+1
Pertanto:
B
I(,[?)=2-f0 T dx=2-|x—1n(ex+1)|g =2-|f—In(ef +1) — [0 —In(e’ + 1)]| =

=2-(f—In(ef +1)+1n2) .
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Calcoliamo il limite:

eB
lim 2 - (,6’ In(ef +1) +1n 2) =ﬂlir£1 2- (ln ef —In(ef +1) +1n 2) = ﬁlirirl 2- <ln + In 2) =

B—+o0 ef +1
eh eh
= lim 2-({Iln +In2|=2n2=1n4 . Poiche lim In =Ilnl1=0.
B—+c0 ef +1 B+ ef +1

Il valore trovato rappresenta I'area della regiodepiano illimitata, delimitata dall’asse y, dal gfico della
funzionef (x) e dall’asintoto destro della funzione.

Soluzione 2

Calcoliamo l'integrale:

I(,B)=jﬁ[f(x)—x—ln4]dx=fﬁ[x+ln4+ex2 —x—ln4]dx=jﬁe2 dx =

+1

Determiniamo dapprima I'integrale indefinito perstibuzione:

1 1
j dx = Poniamo e*=t>0; x=Int; dx = —dt
e*+1 t

fex+1 fm?t_fﬁ

Ma la funzione integranda si puo scrivere come sardindue frazioni

1 A B _At+Bt+B (A+B)t+B
t-(t—1) iyl T t+1)  t-(t+1

Uuguagliando i coefficienti dei numeratori si ottes

{A +B=0 {A +1=0 {A = -1 Sostituendo:

B=1 B=1 B=1

t
_[t (t—l) j[t+1 ]dt —In(t+1)+Int+c=1n +1+c

Risostituendoe* =t siricava:

f L oe=m
e*+1 x_nex+1 ¢

Pertanto:
1(ﬁ)=2]ﬁ L =2t ﬁ=2-[ln ¢ lzZ-[ln d —lnll

0o e +1 e* + 1l ef+1 e®+1 ef +1 2
Calcoliamo il limite:
lim 2- [ln e’ - lnll =-2 lnl =In (l)_z =In4 Poiche lim In e’ =Inl1=0.
B—+oo ef +1 2 2 2 ot eP +1
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