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Punto 1.1 

Data la funzione  ���� = � + �� 4 + 
���    calcoliamo i limiti : 

Poiché:  

����→��
2�� + 1 = 2                               �                                ����→�

2�� + 1 = 0                 �� ℎ� �ℎ�: 
  lim�→−� #� + ln 4 + 2�� + 1% = − ∞ lim�→+� #� + ln 4 + 2�� + 1% = + ∞ 

 

 

Punto 1.2 

Soluzione 1  

Determiniamo  ���� + ��−�� 

���� + ��−�� = � + ln 4 + 2�� + 1 − � + ln 4 + 2��� + 1 

���� + ��−�� = 2 ln 4 + 2�� + 1 + 2��� + 1 

���� + ��−�� = 2 ln 4 + 2�� + 1 + 21�� + 1 

���� + ��−�� = 2 ln 4 + 2�� + 1 + 21 + ����
 

���� + ��−�� = 2 ln 4 + 2�� + 1 + 2 ��1 + �� 

���� + ��−�� = 2 ln 4 + 2 + 2���� + 1  

���� + ��−�� = 2 ln 4 + 2 ∙ �1 + ����� + 1                       �(�  �� + 1 ≠ 0  
���� + ��−�� = 2 ln 4 + 2 

 

Pertanto:  ���� + ��−�� = 2 ∙ �1 + ln 4�      che si può riscrivere come:  ���� = −��−�� + 2 ∙ �1 + ln 4� 
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Ricordando che le equazioni della simmetria rispetto ad un punto  *+ ��+ ;  -+�  sono: 

.�/ = −� + 2 ∙ �+-/ = −- + 2 ∙ -+ 0    
Le equazioni della simmetria rispetto al punto  1�0 ;   1 + ln 4�  sono: 

.�/ = −�                          -/ = −- + 2�1 + ln 4�0    
Sostituendo tali equazioni nella funzione:   - = � + �� 4 + 
���   si ottiene: 

−- + 2�1 + ln 4� = −� + �� 4 + 2��� + 1 

−- + 2 + 2 ln 4 = −� + �� 4 + 21�� + 1 

−- + 2 + 2 ln 4 = −� + �� 4 + 21 + ����
 

−- = −2 − � − �� 4 + 2 ��1 + �� 

- = � + �� 4 + 2 − 2 ��1 + �� 

- = � + �� 4 + 2 + 2 �� − 2 ��1 + ��  

 - = � + �� 4 + 
��� .  

che è la funzione data:  ���� = � + �� 4 + 
��� 

Pertanto il punto il punto  1�0 ;   1 + ln 4�  è il centro di simmetria della funzione  ����  . 
 

 

Soluzione 2  

Ricordando che il punto P �� ;  -� corrisponde nella simmetria di centro 1 al punto P ′ ��3;  -′�    
se 1  è il punto medio del segmento PP ′,  cioè se: � + �′2 = �4               - + -′2 = -4 

Nel nostro caso, preso un generico punto P�� ;  ����� del grafico, anche il punto *3�−� ;  ��−���  appartiene 
alla curva  Γ , e tale coppia di punti soddisfa le equazioni della simmetria di centro   1�0 ;   1 + �� 4�.  
Infatti: � + �′2 = � − �2 = 0                                               - + -′2 = ���� + ��−��2 = 2 ∙ �1 + �� 4�2 = 1 + �� 4 
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Punto 2.1 

La funzione:  ���� = � + �� 4 + 
���   è definita, continua e strettamente crescente in tutto R.  

Infatti: 

�/��� = 1 + −2 ����� + 1�
 = ��� + 1�
 − 2 ����� + 1�
 = �
� + 1 + 2�� − 2 ����� + 1�
 = �
� + 1��� + 1�
 

�/��� > 0        ∀� ∈ 9 . 

Essendo inoltre: 

lim�→�� #� + ln 4 + 2�� + 1% = − ∞ lim�→� #� + ln 4 + 2�� + 1% = + ∞ 

la funzione  ����  incontra la retta  ���� = �     sempre e solo in un punto. 

Pertanto l’equazione  ���� = �   ammette una e una sola soluzione reale. 

 

Punto 2.2 

Avendo dimostrato precedentemente che:   

 ���� + ��−�� = 2 ∙ �1 + ln 4�           sostituendo    � = :         si ha che: ��:� + ��−:� = 2 ∙ �1 + �� 4�;         sostituendo   ��:� = 3     si ha che: 3  +    ��−:�  = 2 + 2 ln 4 ;           ��−:�  = −1 + 2 ln 4 ;          

Pertanto:   � = −1 + 2 �� 4 ;          

 

 

 

Punto 3.1 

Occorre verificare che: 

� + 2 + �� 4 − 2���� + 1     =    � + �� 4 + 2�� + 1               ∀� ∈ 9 

� + 2 + �� 4 − 
��
���     =    � + �� 4 + 
��� 

2 − 2���� + 1     =    2�� + 1 

2�� − 2�� + 2�� + 1     =    2�� + 1 

2�� + 1     =    2�� + 1                    <�=�      ∀� ∈ 9 
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Punto 3.2 

Determiniamo l’asintoto obliquo a destra   - = �� + >  della curva  ? : 

� = lim�→�
����� = lim�→�

� + �� 4 + 2�� + 1� = lim�→� @1 + �� 4� + 2�� + 1� A = lim�→� #1 + �� 4� + 2�� + 1 ∙ 1�% = 1 

> = lim�→�B���� − �C = lim�→� #� + �� 4 + 2�� + 1 − �% = lim�→� #�� 4 + 2�� + 1% = �� 4 

Pertanto la retta - = � + �� 4   è un asintoto obliquo a destra della curva  ? . 

 

Determiniamo l’asintoto obliquo a sinistra   - = �� + >  della curva  ? : 

� = lim�→��
����� = lim�→��

� + �� 4 + 2�� + 1� = lim�→�� @1 + �� 4� + 2�� + 1� A = lim�→�� #1 + �� 4� + 2�� + 1 ∙ 1�% = 1 

> = lim�→��B���� − �C = lim�→�� #� + �� 4 + 2�� + 1 − �% = lim�→�� #�� 4 + 2�� + 1% = 2 + �� 4 

Pertanto la retta - = � + 2 + �� 4   è un asintoto obliquo a sinistra della curva  ? . 

 

Punto 3.3 

 

Soluzione 1 
Per dimostrare che la curva  Г è interamente compresa nella striscia piana delimitata dai due asintoti occorre 
provare che:      � + �� 4 < ���� < � + 2 + �� 4              ∀� ∈ 9  
 

Sostituendo l’espressione della funzione:   ���� = � + �� 4 + 
���    si ottiene: 

� + �� 4 < � + �� 4 + 
���             0 < 
���         verificata   ∀� ∈ 9 

 

Sostituendo l’altra espressione della funzione:   ���� = � + 2 + �� 4 − 
��
���    si ottiene: 

� + 2 + �� 4 − 
��
��� < � + 2 + �� 4            − 
��

��� < 0        

��

��� > 0          verificata   ∀� ∈ 9 
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Soluzione 2  
Per dimostrare che la curva  Г è interamente compresa nella striscia piana delimitata dai due asintoti occorre 
provare che:      � + �� 4 < ���� < � + 2 + �� 4              ∀� ∈ 9  
Sostituendo l’espressione della funzione:   ���� = � + �� 4 + 
���    si ottiene: 

� + �� 4 < � + �� 4 + 
��� < � + 2 + �� 4         cioè: 

0 < 2�� + 1 < 2                    E�<�E��E( F�= 2: 
0 < 1�� + 1 < 1          <�=�   ∀� ∈ 9                    F(��ℎè   �� + 1 > 1       ∀� ∈ 9   

 

 

Punto 4.1 

 
Soluzione 1  

Calcoliamo l’integrale: 

H�I� = J B���� − � − ln 4CK
+ E� = J #� + �� 4 + 2�� + 1 − � − ln 4%K

+ E� = J 2�� + 1K
+  E� = 

Determiniamo dapprima l’integrale indefinito:  

J 1�� + 1 E� = J 1 + �� − ���� + 1 E� = J #1 + ���� + 1 − ���� + 1% E� = � − ln|�� + 1| + � 

Pertanto: 

H�I� = 2 J 1�� + 1K
+  E� = 2 ∙ |� − ln��� + 1�|+K = 2 ∙ MI − ln��K + 1� − B0 − ln��+ + 1�CM = 

= 2 ∙ NI − ln��K + 1� + ln 2O  . 
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Calcoliamo il limite: 

limK→� 2 ∙ NI − ln��K + 1� + ln 2O = limK→� 2 ∙ Nln �K − ln��K + 1� + ln 2O = limK→� 2 ∙ Qln �K�K + 1 + ln 2R = 

= limK→� 2 ∙ Qln �K�K + 1 + ln 2R = 2 ln 2 = ln 4   .                        *(��ℎè     limK→� ln �K�K + 1 =  ln 1 = 0  . 
 

Il valore trovato rappresenta l’area della regione di piano illimitata, delimitata dall’asse y, dal grafico della 
funzione ���� e dall’asintoto destro della funzione. 

 

 

Soluzione 2  

Calcoliamo l’integrale: 

H�I� = J B���� − � − ln 4CK
+ E� = J #� + �� 4 + 2�� + 1 − � − ln 4%K

+ E� = J 2�� + 1K
+  E� = 

Determiniamo dapprima l’integrale indefinito per sostituzione:  

J 1�� + 1 E� =     *(����(   �� = S > 0 ;            � = �� S  ;             E� = 1S ES 

J 1�� + 1 E� = J 1S − 1 ∙ 1S ES = J 1S ∙ �S − 1� ES = 

Ma la funzione integranda si può scrivere come somma di due frazioni  

1S ∙ �S − 1� = 1S + 1 + TS = 1 S + T S + TS ∙ �S + 1� = �1 + T� S + TS ∙ �S + 1�  

Uuguagliando i coefficienti dei numeratori si ottiene: 

U1 + T = 0T = 1        0             U1 + 1 = 0T = 1        0                 U1 = −1T = 1    0                    Sostituendo: 

J 1S ∙ �S − 1� ES = J # −1S + 1 + 1S% ES = −ln�S + 1� + ln S + � = ln SS + 1 + � 

Risostituendo  �� = S    si ricava:  

J 1�� + 1 E� = ln ���� + 1 + � 

Pertanto: 

H�I� = 2 J 1�� + 1K
+  E� = 2 ∙ Vln ���� + 1V+

K = 2 ∙ Wln �K�K + 1 − ln �+�+ + 1X = 2 ∙ Wln �K�K + 1 − ln 12X 
Calcoliamo il limite: 

���K→� 2 ∙ W�� �K�K + 1 − ln 12X = −2 �� 12 = �� Y12Z�
 = �� 4                        *(��ℎè     limK→� ln �K�K + 1 =  ln 1 = 0 . 
 


