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SSuucccceessssiioonnii    
 
SSuucccceessssiioonnii  nnuummeerriicchhee  

Una ssuucccceessssiioonnee  nnuummeerriiccaa è una funzione ݂: ܰ → ܴ che associa ad ogni numero naturale ݊ un numero reale 

ܽ.  In simboli:  
݂:    ܰ → ܴ    

                    ݊ → ݂ሺ݊ሻ = ܽ
. 

Una successione è un insieme ordinato e infinito di numeri, detti tteerrmmiinnii della successione: ܽଵ , ܽଶ , ܽଷ , … ܽ. 

Esempio 

La successione di termine generale  ܽ = ݊3 è una funzione che associa ad ogni numero naturale il suo cubo. 

ܽ = 0 , ܽଵ = 1 , ܽଶ = 8  , ܽଷ = 27 ,   .  .  . 

  

RRaapppprreesseennttaazziioonnee  ddii  uunnaa  ssuucccceessssiioonnee  

Una successione può essere rappresentata in diversi modi: 

La rappresentazione per eelleennccaazziioonnee consiste nell’elencare i primi termini della successione. 

Esempio 

ܽ = 0 , ܽଵ = 1 , ܽଶ = 8  , ܽଷ = 27 ,   .  .  . 

 

RRaapppprreesseennttaazziioonnee  mmeeddiiaannttee  eesspprreessssiioonnee  aannaalliittiiccaa  

La rappresentazione mediante  eesspprreessssiioonnee  aannaalliittiiccaa  consiste nello scrivere esplicitamente la relazione che intercorre tra 
l’indice  n  e il termine n-esimo ܽ della successione. 

Esempio 

ܽ = ݊3. 

 

RRaapppprreesseennttaazziioonnee  rriiccoorrssiivvaa  

La rappresentazione rriiccoorrssiivvaa consiste nell’indicare il primo termine  ܽ  della successione e la relazione che lega il 
termine generale  ܽ al suo precedente  ܽିଵ .     
Esempio 

൜
ܽ = 5                                                    
ܽ = ܽିଵ + ݊ ݁ݏ             10 > 0

  

 

Nota 

Talvolta la rappresentazione rriiccoorrssiivvaa consiste nell’indicare i primi ݇ termini della successione e la relazione che lega 
il termine generale ܽ ai suoi ݇ termini precedenti.   

Successione di Fibonacci 

൜
ܽ = 0 ,    ܽଵ = 1                                     
ܽ = ܽିଵ + ܽିଶ             ݁ݏ ݊ > 1

  

ܽ = 0 , ܽଵ = 1 , ܽଶ = 1  , ܽଷ = 2 , ܽସ = 3 , ܽହ = 5 , ܽ = 8 ,    .  .  . 

 

SSuucccceessssiioonnii mmoonnoottòònnee    

Una successione è ccrreesscceennttee  ssee  ooggnnii  tteerrmmiinnee  èè  mmaaggggiioorree  ddeell  ssuuoo  pprreecceeddeennttee,,  cciiooèè    ܽܽ >> ܽܽିିଵଵ   ,,      ∀∀݊݊ ∈∈ ܰܰ  ..  
Una successione è ddeeccrreesscceennttee  ssee  ooggnnii  tteerrmmiinnee  èè  mmiinnoorree  ddeell  ssuuoo  pprreecceeddeennttee,,  cciiooèè    ܽܽ << ܽܽିିଵଵ   ,,      ∀∀݊݊ ∈∈ ܰܰ  ..  
Una successione è nnoonn  ddeeccrreesscceennttee  ssee  ܽܽ ≥≥ ܽܽିିଵଵ   ,,      ∀∀݊݊ ∈∈ ܰܰ  ..  
Una successione è nnoonn  ccrreesscceennttee  ssee  ܽܽ ≤≤ ܽܽିିଵଵ   ,,      ∀∀݊݊ ∈∈ ܰܰ  ..  
Una successione è ccoossttaannttee se ogni termine è uguale al suo precedente  ssee  ܽܽ == ܽܽିିଵଵ   ,,      ∀∀݊݊ ∈∈ ܰܰ  ..  
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PPrriinncciippiioo  ddii  iinndduuzziioonnee  

Il principio di induzione è un metodo di dimostrazione cosi definito: 

Data una proposizione  ሺ݊ሻ  il cui enunciato dipende da ݊ , con  ݊ ∈ ܰ  ݁  ݊ ≥ 1 : 

1. se  ሺ݊ሻ  è vera per  ݊ = 1 
2. se  supponendo  ሺ݊ሻ vera per  ݊ , si dimostra che  ሺ݊ሻ è vera per ݊ + 1   

allora la proposizione è vera per ogni  ݊ ≥ 1 . 

 
PPrriinncciippiioo  ddii  iinndduuzziioonnee  (formulazione generale) 

Data una proposizione  ሺ݊ሻ  il cui enunciato dipende da ݊ , con  ݊ ∈ ܰ  ݁  ݊ ≥ ݇ : 

1. se  ሺ݊ሻ  è vera per  ݊ = ݇ 
2. se  supponendo  ሺ݊ሻ vera per  ݊ , si dimostra che  ሺ݊ሻ è vera per ݊ + 1   

allora la proposizione è vera per ogni  ݊ ≥ 1 . 
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PPrrooggrreessssiioonnii    
 
PPrrooggrreessssiioonnii  aarriittmmeettiicchhee  

Una pprrooggrreessssiioonnee  aarriittmmeettiiccaa è una successione numerica tale che la differenza tra ogni termine e il suo precedente è 
costante. Tale differenza costante è detta rraaggiioonnee, e si indica con dd.  

In una progressione aritmetica di ragione dd, ogni termine è uguale al suo precedente aumentato della ragione. 

ࢇ = ିࢇ +  ࢊ

Una progressione aritmetica di ragione d è :  ൝
se d             ܍ܜܖ܍܋ܛ܍ܚ܋܍ܜܖ܍܋ܛ܍ܚ܋ > 0
se d        ܍ܜܖ܍܋ܛ܍ܚ܋܍܌܍ܜܖ܍܋ܛ܍ܚ܋܍܌ < 0
se d                ܍ܜܖ܉ܜܛܗ܋܍ܜܖ܉ܜܛܗ܋ = 0

   

Esempio 
La successione:  10, 15, 20, 25, 30, … è una progressione aritmetica crescente di ragione 5. 

Termine generale 

Il termine generale di una progressione aritmetica è :       ࢇ = ࢇ + ሺ − ሻ ∙  ࢊ

Dimostrazione 

In una progressione aritmetica la differenza tra ogni termine e quello predente è uguale a dd: 

ܽଶ − ܽଵ = ݀ +  

ܽଷ − ܽଶ = ݀   

.  .  .   

ܽିଵ − ܽିଶ = ݀   

ܽ − ܽିଵ = ݀ = Sommando membro a membro le n-1 uguaglianze, si ha: 

ܽ − ܽଵ = ሺ݊ − 1ሻ݀ ⇒ ܽ = ܽଵ + ሺ݊ − 1ሻ݀ 

Esempio 
Dati:  ܽ = 72   e   ݀ = 3 ,  calcola ܽଵ .     

Soluzione 

ܽ = ܽଵ + ሺ݊ − 1ሻ݀ ;                ܽ = ܽଵ + ሺ7 − 1ሻ ∙ 3 ;                72 = ܽଵ + 6 ∙ 3 ;            ܽଵ = 72 − 18 ;          ܽଷ = 54  . 

Relazione fra due termini di una progressione aritmetica 

La relazione fra due termini di una progressione aritmetica è :       ࢘ࢇ = ࢙ࢇ + ሺ࢘ − ሻ࢙ ∙  ࢊ

Dimostrazione 

Applicando la formula del termine generale di una progressione aritmetica all’elemento ࢘  e all’elemento ࢙ si ha: 

ܽ = ܽଵ + ሺݎ − 1ሻ݀   

ܽ௦ = ܽଵ + ሺݏ − 1ሻ݀ = Sottraendo membro a membro le due uguaglianze, si ha: 

ܽ − ܽ௦ = ሺݎ − 1ሻ݀ − ሺݏ − 1ሻ݀ ܽ − ܽ௦ = ݀ݎ − ܽ                 ݀ݏ = ܽ௦ + ሺݎ −  ሻ݀ݏ

Esempio 
Dati:  ܽ = 39   e   ݀ = 7 ,  calcola ܽଷ .     

Soluzione 

ܽ = ܽ௦ + ሺݎ − ; ሻ݀ݏ                ܽ = ܽଷ + ሺ7 − 3ሻ ∙ 7 ;                39 = ܽଷ + 4 ∙ 7 ;           ܽଷ = 39 − 28 ;          ܽଷ = 11  . 
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Inserimento di termini in una progressione aritmetica 

Per inserire un numero qualsiasi di termini in una progressione aritmetica occorre: 

1. determinare la ragione dd 
2. aggiungere ad ogni termine, a partire dal primo, la ragione. 

Esempio 
Determinare i termini intermedi di una progressione aritmetica di primo termine 10 e settimo termine 70 . 

 Soluzione 

Determiniamo dapprima, la ragione della progressione aritmetica: 

݀ =
ܽ − ܽଵ

݊ − 1
=

70 − 10
7 − 1

= 10                 ⇒          ܽଵ = 10 ;    ܽଶ = 10 + 10 = 20 ;   ܽଷ = 20 + 10 = 30 ;  .   .   . 

Teorema :  
In una progressione aritmetica la somma di due termini equidistanti dagli estremi è costante ed uguale alla somma 
dei termini estremi. 

3 10 17 24 31 38 45 52 
                

55 

55 

55 

Dimostrazione 

Indichiamo con x ed y due termini equidistanti dagli estremi e con k il numero dei termini che precedono x e 
seguono y.  Si ottiene:   

ݔ = ܽଵ + ݇ ∙ ݀ +   

ݕ = ܽ − ݇ ∙ ݀ =  Sommando membro a membro le due uguaglianze, si ha: 

ݔ + ݕ = ܽଵ + ݇ ∙ ݀ + ܽ − ݇ ∙ ݔ  ݀ + ݕ = ܽଵ + ܽ 
 

La somma di termini consecutivi di una progressione aritmetica 

La somma dei primi  ݊  termini della progressione aritmetica è :       ࡿ =  ∙
ࢇ + ࢇ


 

Dimostrazione 

Scriviamo la somma dei primi n termini della progressione aritmetica prima in ordine crescente e poi in ordine 
decrescente: 

ܵ  =  ܽ1 + ܽ2 + ܽ3 + ⋯ + ܽ݊−1 + ܽ݊ +  
ܵ  =  ܽ݊ + ܽ݊−1 + ⋯ + ܽ3 + ܽ2 + ܽ1 = Sommando membro a membro le due uguaglianze, si ha: 

2 ∙ ܵ  =  ሺܽ1 + ܽ݊ሻ + ሺܽ2 + ܽ݊−1ሻ + ⋯ + ሺܽ݊−1 + ܽ2ሻ + ሺܽ݊ + ܽ1ሻ 

Per il teorema precedente   ሺܽଵ + ܽሻ = ሺܽଶ + ܽିଵሻ = ⋯ = ሺܽିଵ + ܽଶሻ = ሺܽ + ܽଵሻ                    ⇒ 

2 ∙ ܵ  = ݊ ∙ ሺܽ1 + ܽ݊ሻ                         ⇒                    ܵ  = ݊ ∙
ܽ1 + ܽ݊

2
 

 

Esempio 
Determinare la somma dei primi 12 termini della progressione aritmetica avente come primo termine 1 e ragione 2. 

 Soluzione 

Determiniamo dapprima, il termine   ܽଵଶ = ܽଵ + ሺ݊ − 1ሻ ∙ ݀ = 1 + ሺ12 − 1ሻ ∙ 2 = 1 + 22 = 23 

In seguito si può determinare la somma:    ܵ  = ݊ ∙ భା

ଶ
          ⇒         ଵܵଶ  = 12 ∙ ଵାଶଷ

ଶ
= 6 ∙ 24 = 144  . 
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PPrrooggrreessssiioonnii  ggeeoommeettrriicchhee  

Una pprrooggrreessssiioonnee  ggeeoommeettrriiccaa è una successione numerica tale che il quoziente tra ogni termine e il suo precedente è 
costante. Tale rapporto costante è detto rraaggiioonnee, e si indica con qq.  

In una progressione geometrica di ragione qq ሺݍ ≠ 0ሻ, ogni termine è uguale al suo precedente moltiplicato per la 
ragione. 

ࢇ =  ∙  ିࢇ

In una progressione geometrica : 

 se  ݍ > 0 i termini sono tutti o positivi o tutti negativi 
 se  ݍ < 0 i termini sono di segno alternato 

Una progressione geometrica di ragione q  è :  

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
൝        ࢋ࢚ࢋࢉ࢙ࢋ࢘ࢉࢋ࢚ࢋࢉ࢙ࢋ࢘ࢉۓ

ݍ  ݁ݏ >               ݅ݒ݅ݐ݅ݏ ݊ݏ ݅݊݅݉ݎ݁ݐ ݅ ݁  1
݁ݎݑ

0  ݁ݏ < ݍ < ݅ݒ݅ݐܽ݃݁݊ ݊ݏ ݅݊݅݉ݎ݁ݐ ݅ ݁  1
 

ቐ        ࢋ࢚ࢋࢉ࢙ࢋ࢘ࢉࢋࢊࢋ࢚ࢋࢉ࢙ࢋ࢘ࢉࢋࢊ
0  ݁ݏ < ݍ < ݅ݒ݅ݐ݅ݏ ݊ݏ ݅݊݅݉ݎ݁ݐ ݅ ݁  1

݁ݎݑ
ݍ  ݁ݏ > ݅ݒ݅ݐܽ݃݁݊ ݊ݏ ݅݊݅݉ݎ݁ݐ ݅ ݁   1

 

ݍ ݁ݏ                ࢋ࢚ࢇ࢚࢙ࢉࢋ࢚ࢇ࢚࢙ࢉ = 1                                                               

   

Esempi 
 

Progressione Tipo 

2  , 6  , 18  , 54  , 162  .  .  .   Progressione crescente di ragione  ݍ = 3 

−8 , −4 , −2 , −1 , −
1
2

 ,   .  .  .   Progressione crescente di ragione  ݍ = ଵ

ଶ
 

8  , 4  , 2  , 1  ,
1
2

 ,   .  .  .   Progressione decrescente di ragione  ݍ =
ଵ

ଶ
 

−2 , −6 , −18 , −54 , −162  .  .  .   Progressione decrescente di ragione  ݍ = 3 

7  , 7  , 7  , 7  , 7,   .  .  . Progressione costante di ragione  ݍ = 1 

+1  , −2  , +4  , −8  , +16 ,   .  .  .   Progressione con segno alternato di ragione  ݍ = −2 
 

Termine generale 

Il termine generale di una progressione geometrica è :       ࢇ = ࢇ ∙ ݊                 conି ≥ 1 

Dimostrazione 

In una progressione geometrica ogni termine è uguale al prodotto del precedente per la ragione qq  : 

ܽଶ = ܽଵ ∙   X ݍ

ܽଷ = ܽଶ ∙    ݍ

.  .  .   

ܽିଵ = ܽିଶ ∙    ݍ

ܽ = ܽିଵ ∙ ݊ Moltiplicando membro a membro le       = ݍ − 1 uguaglianze, si ha: 
 

ܽଶ ∙ ܽଷ ∙   .   .   .   ∙ ܽିଵ ∙ ܽ = ܽଵ ∙ ܽଶ ∙   .   .   .   ∙ ܽିଶ ∙ ܽିଵ ∙ ݍ ∙ ݍ ∙ ݍ ∙   .   .   .   ∙  ݍ

ܽ = ܽଵ ∙ ݊ ିଵݍ − 1  

Esempio 
Dati:  ܽହ = −8   e   ܽଵ = −

ଵ

ଶ
 ,  calcola  ݍ .     

Soluzione 

ܽ = ܽଵ ∙ ;ିଵݍ                ܽହ = ܽଵ ∙ ; ହିଵݍ               −8 = −
1
2

∙ ; ସݍ ସݍ            = 16 ; ݍ             = ∓√16ర = ∓2  . 
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ݍ = +2    ⇒ −
1
2

 , −1 , −2 , −4 , ݍ .  .  .   8− = −2    ⇒ −
1
2

 , +1 , −2 , +4 , −8   .  .  . 

Relazione fra due termini di una progressione geometrica 

La relazione fra due termini di una progressione geometrica è :       ࢘ࢇ = ࢙ࢇ ∙  ࢙ି࢘

Dimostrazione 

Applicando la formula del termine generale di una progressione geometrica all’elemento ࢘  e all’elemento ࢙ si ha: 

ܽ = ܽଵ ∙   : ିଵݍ

ܽ௦ = ܽଵ ∙  :௦ିଵ = Dividendo membro a membro le due uguaglianze, si haݍ

ܽ

ܽ௦
=

ܽଵ ∙ ିଵݍ

ܽଵ ∙  ௦ିଵݍ
ܽ

ܽ௦
=

ିଵݍ

௦ିଵݍ  ;                   
ܽ

ܽ௦
=

ݍ

௦ݍ ;                 ܽ = ܽ௦ ∙           ି௦ݍ

Esempio 
Dati:  ܽ = 13   e   ݍ = 3 ,  calcola  ܽଶ .     

Soluzione 

ܽ = ܽ௦ ∙ ; ି௦ݍ                ܽ = ܽଶ ∙ 3ିଶ ;                13 = ܽଶ ∙ 3ସ ;            ܽଶ =
13
81

   . 

Inserimento di termini in una progressione geometrica 

Per inserire un numero qualsiasi di termini in una progressione geometrica occorre: 

1. determinare la ragione qq 
2. moltiplicare ogni termine, a partire dal primo, per la ragione. 

Esempio 
Determinare i termini intermedi di una progressione geometrica avente come primo termine 10 e come quinto termine 
160 . 

 Soluzione 

Determiniamo dapprima, la ragione della progressione geometrica: 

ܽ = ܽଵ ∙ ; ିଵݍ                        ܽହ = ܽଵ ∙ ; ହିଵݍ             160 = 10 ∙ ; ସݍ ସݍ             = 16 ; ݍ               = 2 .  

In seguito si possono determinare i termini intermedi: 

ܽଶ = 10 ∙ 2 = 20 ;             ܽଷ = 20 ∙ 2 = 4 = 40 ;                   ܽସ = 40 ∙ 2 = 80 . 
 

Teorema :  
In una progressione geometrica il prodotto di due termini equidistanti dagli estremi è costante ed uguale al 
prodotto dei termini estremi. 

2 4 8 16 32 64 128 256 
                

512 

512 

512 

Dimostrazione 

Indichiamo con x ed y due termini equidistanti dagli estremi e con k il numero dei termini che precedono x e 
seguono y.  Si ottiene:   

ݔ = ܽଵ ∙     Xݍ

ݕ =
ܽ

ݍ  =  Moltiplicando membro a membro le due uguaglianze, si ha: 

ݔ ∙ ݕ = ܽଵ ∙ ݍ ∙
ܽ

ݍ ݔ   ∙ ݕ = ܽଵ ∙ ܽ 
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Il prodotto di termini consecutivi di una progressione geometrica 

Il prodotto dei primi  ݊  termini della progressione geometrica è :       ࡼ = ඥሺࢇ ∙  ሻࢇ

Dimostrazione 

Scriviamo il prodotto dei primi n termini della progressione geometrica prima in ordine crescente e poi in ordine 
decrescente: 

ܲ  =  ܽ1 ∙ ܽ2 ∙ ܽ3 ∙ … ∙ ܽ݊−1 ∙ ܽ݊ X  

ܲ  =  ܽ݊ ∙ ܽ݊−1 ∙ … ∙ ܽ3 ∙ ܽ2 ∙ ܽ1 = Moltiplicando membro a membro le due uguaglianze, si ha: 

ܲ
ଶ  =  ሺܽ1 ∙ ܽ݊ሻ ∙ ሺܽ2 ∙ ܽ݊−1ሻ ∙ … ∙ ሺܽ݊−1 ∙ ܽ2ሻ ∙ ሺܽ݊ ∙ ܽ1ሻ 

Per il teorema precedente   ሺܽଵ ∙ ܽሻ = ሺܽଶ ∙ ܽିଵሻ = ⋯ = ሺܽିଵ ∙ ܽଶሻ = ሺܽ ∙ ܽଵሻ                    ⇒ 

ܲ
ଶ  =  ሺܽ1 ∙ ܽ݊ሻ݊                         ⇒                    ܲ = ඥሺܽଵ ∙ ܽሻ 

Esempio 
Determinare il prodotto dei primi 4 termini della progressione geometrica avente come primo termine 5 e ragione 2. 

 Soluzione 

Determiniamo dapprima, il termine   ܽସ = ܽଵ ∙ ସିଵݍ = 5 ∙ 2ଷ = 40 

In seguito si può determinare il prodotto:    ܲ = ඥሺܽଵ ∙ ܽሻ        ⇒       ܲ = ඥሺ5 ∙ 40ሻସ = √200ସ = 200ଶ = 40000  . 

 
 
La somma di termini consecutivi di una progressione geometrica 

La somma dei primi  ݊  termini della progressione geometrica di ragione  ݍ ≠ 1  è :       ࡿ = ࢇ ∙
 − 
 − 

 

Dimostrazione 

La somma dei primi n termini della progressione geometrica: 

ܵ  =  ܽ1 + ܽ2 + ܽ3 + ⋯ + ܽ݊−1 + ܽ݊  Poiché  ܽ = ܽଵ ∙  ⇒                                 ିଵݍ

ܵ  =  ܽ1 + ܽଵ ∙ ݍ + ܽଵ ∙ ଶݍ + ⋯ + ܽଵ ∙  ⇒        ିଵ  Moltiplicando entrambi i membri per qݍ

ܵ ∙ = ݍ  ܽ1 ∙ ݍ + ܽଵ ∙ ଶݍ + ܽଵ ∙ ଷݍ + ⋯ + ܽଵ ∙  : = Sottraendo membro a membro le due uguaglianze, si haݍ

ܵ ∙ ݍ − ܵ = ܽ1 ∙ ݍ + ܽଵ ∙ ଶݍ + ܽଵ ∙ ଷݍ + ⋯ + ܽଵ ∙ ݍ − ܽ1 − ܽଵ ∙ ݍ − ܽଵ ∙ ଶݍ − ⋯ − ܽଵ ∙  ିଵݍ

ሺݍ − 1ሻ ∙ ܵ = ܽଵ ∙ ݍ − ܽ1               Dividendo per  ݍ − 1 ≠ 0    si ha: 

ܵ = ܽଵ ∙
ݍ − 1
ݍ − 1

  . 

 
 
Esempio 
Determinare la somma dei primi 6 termini della progressione geometrica avente come primo termine 5 e ragione 2. 

 Soluzione 

Determiniamo dapprima, il termine   ܽ = 5 ∙ 2ିଵ = 5 ∙ 2ହ = 160 

In seguito si può determinare la somma:    ܵ  = ܽଵ ∙
ିଵ

ିଵ
          ⇒         ܵ  = 5 ∙

ଶలିଵ

ଶିଵ
= 5 ∙ 63 = 315 . 

 

 

 


