Circoscrivere a una data circonferenza il triangolo isoscele di area minima.

Soluzione 1
Posto CO=x con xe]r, +oof sihaz CH=x+r  CD=+/x*-r?

A A - -
Dai triangoli rettangoli simili BCH e CDO siha: CH:BH =CD:DO;

(x+r):BH

(X+r1)-r

x> -r%:r; BH=
La funzione da rendere minima €:

S(x) - L.AB.CH - Br.cH - Xxr)r spo=r. Xt
2

Sl (x+r1); R SRRV
x? —r? ) VX% —r?

Agliestremi x =0 e X =+oo il triangolo degenera
in un rettangolo indefinito di area infinita.

2-(x+r)-m—(x+r)2-27)(
S'(x)=r- 2.9x" =r® _

2 (xar) A rz - Xrrfox 2 (x+1)-(x2 —r2)-(x + 1 -x
=r- m —r. \/XZ_rz ~
= Xz_rz = Xz_rz

r‘(x+r)-[2-(x2—rz)—(x+r)-x] _ ‘(x+r)-(2x2—2r2—x2—r x) . (xz—rx—Zrz)

(xz—rz)-\/xz—r2 (x+1)-(x—r)-Vx2 —r2 (x—r)-x?-r?

La derivata prima S'(x)=0 per:

r—3r
2 2 = [2 2 - =-r
. (x rx 2r):0; 2 _rx_2r2=0; X1,2=r+ r<+8r =r+3r: 2
(x —1)-Vx% —r2 2 2 r+3r _,
2
La soluzione X =—r non e accettabile perché non appartiene all'intervallo ]r, +oo[.
Essendo:
2 2
sy . @rerf et 9 b g
V(2r) —r? V3r V3
(X+I’)2 Il minimo assoluto & m = 3+/3r?2
Iim+r-?=+oo =
o AXT T assunto nel punto X = 2r
2
lim r (x+r) = 400
X—> 40 X2_r2
2
Per x=2r sihai CH=X+r=2r+r=3r BH:(x+r)-r _lerer)r 3 =3r.

X2 —r2 _\/(Zr)z—rz V3o
AB =237 ﬁ:\/ﬁ2+ﬁ2 =\/(3r)2+(\/§r)2 —\Jor2 +3r2 =+12r2 =23 r.

Essendo AB=BC=AC=2/3r = Il triangolo di area minima é equilatero.
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Soluzione 2

Posto CE =x con Xe]O, +oo[

siha: CH =x+2r

e

CD=y(x+rf —r?

A
Dai triangoli rettangoli simili BCH

(x+2r):BH=vx?+2rx:r

La funzione da rendere minima €:

_Llag.ch - xr2)r o _xrarf
S(x)_2 AB-CH m(x+2r) = S(X)=r Sz

= X2 4+r2 421 x—r2

BH =

_ e

(x+2r)-r

+2r X

VX% +2r x

A - -
e CDO siha: CH:BH =CD:DO;

Agliestremi x=0 e X =+ Il triangolo degenera in un rettangolo indefinito.

2X+2r /
2 2 2 {
| (x +2r)-yx-(x+2r) = (x+2ry R ET //
S(x):r- VX j= A
X-(x+2r)
(x+2rf -(x+r) 2-(x+2r)-x-(x+2r)=(x+2rf - (x+r)
2 -4/ X (x+2 i—
. er2r) e Jx-(x+2r) Jx-(x+2r) ~
- x-(x+2r) x-(x+2r) -
_ L o2x. (x+2rf —(x+2rf -(x+r) ‘(x+2r)2-(2x—x—r) . (x+2r)-(x - )
X(x +2r)-4/x-(x +2r) X(x +2r)-4/x-(x +2r) x-x-(x+2r)
~ r‘(x+2r)-(x—r)'1/x-ix+2ri ~ r'(x+2r)-(x—r)-,/x-ix+2ri o (x=r)-yfx(x+2r)
0 xexe(x+2r) Jx-(x+2r) X-X-(x+2r) x? '
-r=0 X=r
S'(x)=0 ; r‘(x—r)-u);-{x+2rj=0; (x=r)-\x-(x+2r)=0; x=0 x=0 ¢Dgy,
2r=0  x=-2r ¢Dg,,
Essendo:
SM=r. (x+2r) . (r+2r) . r2 _ 3432
Jx-(x+2r)  Jro(r+2r) NEY:
i (X + 2r)2 Il minimo assoluto & m = 3+/3r?2
imr. =/ _—4n =
x—>0* 1/x-ix+2ri assunto nel punto X =r
lim r‘—(x+2r)2 = +00
X +o0 ,/x-ix+2ri
2
Pertanto: CE =1; CH—3r; AB-2-BH-2.- 2400 5 37 53 .5
Jr2+2rr J3r2 V3
BC = \/Cﬂz +BH’ =\/(3r +(\/§r)2 —Jor2 +3r2 =12r% = 2./3r .

Avendo dimostrato che AB =BC = AC = 2x/§r , Si pud quindi concludere che:

“fra tutti i triangoli isosceli circoscritti a una data circonferenza, il triangolo di area minima & quello equilatero”.
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Soluzione 3 <

r

Posto BCA:H:X con X€:|0, %{ siha: CO =

sen x X
- r 1+ sen x - r COS X
CH=r+ =r- , CD-= =r-
sen x sen X tg X sen X

A A - -
Dai triangoli simili BCH e CDO siha: CH:BH =CD:DO;

; l+senx  ——~ COS X

:BH=r or da cui:
sen X sen X
. 1+senx : D
BH = sen x =r‘1+senx‘senx=r‘1+senx o
p . COSX senx  cosX COSs X
sen X
La funzione da rendere minima é: A H

_— 1+sen x ; 1+sen x

2
S(x) = %-E-C_H —BH.CH = 2 Lisenx)

S(x)=r°- :
COS X sen x sen X - oS X

Agliestremi x =0 e X =+oo il triangolo degenera in un rettangolo indefinito.

S'(x) =r2. 2-(1+senx)-cosx-senx-cosx —(L1+senx)”-(cos” x —sen’x)
sen?x - cos? x

Raccogliendo (1+ sen x) si ha:

» (1+sen x)-[z -sen x-cos® x — (1+sen x)-(cos” x —senzx)]
sen?x - cos? x

= Trasformando in sen x si ha:

2 (1+sen x)- [2 -sen x-(1-sen®x)—(1+sen x)-(1-sen®x —senzx)]
sen®x - (1 —sen®x)

2 (L+senx)- [Zsen x —2sen®x — (1 +sen x)-(1-2sen?x )]
sen’®x-(1+senx)-(1-sen x)

» 2senx-—2sen’x —1+2sen’x —sen x +2sen’x  , 2sen’x+sen x -1
sen®x-(1—sen x)

sen®x-(1—sen x)

senx=-1 x=—=—7 ¢D
» 2sen’x+senx -1 ) S09
- > =0; 2sen“x+senx-1=0;
sen?x - (1—sen x)

1
senx ==
2 X =

oy Nw

Essendo:

T 2 1 2
(1+senj (1+
2‘ 6 2 2

4 9
2 4 2
S(_jzr =r°- =r?. L =343r
6 SGI’]Z'COSZ 1 ﬁ \/_
6 6 2

w

N2 Il min assoluto & m = 34/3r2

N

im pz.dtsenx)f

x—>0" Sen X - CoS X
, (@+senx)

T
assunto nel punto X = 5

im r*°-————— =+4w
(ﬂj_ Sen X - cos X
X=>| —
2
N A A T o . - N .
Pertanto A=B =C = 3 = il triangolo di area minima e equilatero.
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Soluzione 4

Posto CE=x con xe(0, +w) sihat CH=x+2r e ;

C$z\/()“fr)z—rz X2 4r2+2rx—r? = Ix%+2r x ,/l."\

A A - -
Dai triangoli rettangoli simili BCH e CDO siha: CH:BH =CD:DO;
—  (x+2r)-r

X+2r):BH=vx?+2rx:r; BH=-~—=/_
( VX% +2r x

La funzione da rendere minima €:

1 = == =0 =75 (x+2r)r (x +2r)
S(x) = =-AB-CH BH-CH = ———-(X+2r) =1 - ————.
(x) 2 JX2 +2r x ( ) X-(x +2r)

Agliestremi x=0 e X =+ Il triangolo degenera in un rettangolo indefinito.

2X +2r /'

2 (x+2r)x-(x+2r)=(x+2rf- /
S'(X)=r- X‘(X+2r) 2. Jx-(x+2r) _ A‘/

(x+2rf - (x+r) 2-(x+2r)-x-(x+2r)=(x+2r ¥ -(x+r)
U =T S (x o) ]

x-(x+2r) x-(x+2r) -
_ 2% (x+2rf —(x+2rf -(x+r) o (x+2rf-(2x-x-r) . (x+2r)-(x - )
X(x +2r)-4/x-(x +2r) X(x +2r)-4/x-(x +2r) x-x-(x+2r)

r‘(X+2r).(x—r)'\/ﬂm5 ~ r.(X+2r)'(X_r)'m

T X (xr2r) Jx-(xr2r) X-X-(x+2r) - x?

Xx—-r=0 X=r
S'(x)=0 ; r‘(x—r)-ux-{x+2rj=0; (x-r)-Jx-(x+2r)=0; x=0 x=0 ¢Dgy,
X

2
+2r=0 x=-2r & Dg(y)

------------ o SR
XZ
X-r>0 x>r T NO--
x-(x+2r)>0 x<-2r; x>0
X2 >0 x#0 S'(x) — +
sk | T~ —

Il punto di minimo si ha per: X =r .

— — — . 2
Pertanto: CE =r: CH = 3r AB-2.BH_2. r+r)r _, 3r _2.3" o3 .

JrZ2rr V3r? V3
BC = VCH' +BH’ = (31} +(\3rf =vor? +ar? =12r” =231 .

Avendo dimostrato che AB =BC = AC = 2x/§r , Si pud quindi concludere che:

fra tutti i triangoli isosceli circoscritti a una data circonferenza, il triangolo di area minima € quello equilatero.
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Soluzione 5 <

Posto BCA:H =X con Xe (0, %) si ha:

- r 1+ sen x - r COS X
, CH=r+ =r- , CD= =r-
sen x sen x sen x tg X sen x

A A - -
Dai triangoli simili BCH e CDO siha: CH:BH =CD:DO;

l+senx  o— COS X
r‘—:B =71 - r
sen X sen X
; 1+senx .
BH = sen X =r‘1+senx‘senx=r‘1+senx .
p . COSX senx  cosX COSs X
sen X

La funzione da rendere minima €:

2
S(x) - L.AB.CH - BH.CH — r.Ltsenx  lssenx ., [L+senxf
2 COs X sen X sen X -CosS X

Agliestremi x =0 e X =+oo il triangolo degenera in un rettangolo indefinito.

S'(x) =r2 2-(1+senx)-cosx-senx-cosx —(1+senx)”-(cos” x —sen’x)
sen?x - cos? x

Raccogliendo (1+ sen x) si ha:

_,2 (A+sen x)-[z -sen x -cos? x — (1 +sen x)-(cos? x —senzx)]
sen?x - cos? x

= Trasformando in sen x si ha:

_p2 (A+senx). [2 -senx-(1-sen®x)—(1+sen x)-(1-sen?x —senzx)]

sen®x - (1 -sen®x)

_p2 (Axsenx). [Zsen x —2sen®x —(1L+sen x)-(1- Zsenzx)]
sen’®x-(1+senx)-(1-sen x)

_p2 2sen x —2sen’x —1 +2sen’x —sen X +2sen’x r2‘Zsenzx+sen x -1
sen®x-(1—sen x) sen®x-(1—sen x)
senx=-1 X 377 gD
2 _ = =5 S(x)
S'(x)=0 ; z‘Zser; xtsenx—1 . osen’x+senx-1-0; 1 2
sen?x - (1-sen x) senx == T
2 x==
6
2sen’®x nx-1 z z
s'(x)>0; r?. se2 3¢ >0 ; 0 6 2
sen’x-(l-senx) = e e ‘
r 5  lo._ NO -- ANO
2sen’x+senx-1>0 g <X<g” | i
2
sen“x >0 O<x<m
l-senx >0 S'(x) B +
- T
X;tE S (X) \ /

Il punto di minimo si ha per: X = g =30° = BCH=30° = ACB=60°

Pertanto, fra tutti i triangoli isosceli circoscritti a una data circonferenza, il triangolo di area minima € quello equilatero.
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