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Circoscrivere a una data circonferenza il triangolo isoscele di area minima. 
 
 
Soluzione 1 

Posto xCO      con       ,r x      si ha:   rxCH         22 rxCD    . 

Dai triangoli rettangoli simili  


BCH    e   


CDO    si ha:  DO:CDBH:CH  ;    

  r:rxBH:rx 22   ;     
 

22 rx
rrxBH



  

La funzione da rendere minima è:  

CHAB
2
1    )x( S  CHBH   

   rx
rx
rrx   
22




 ;      
 

22

2

rx

rxr   (x)S 


  

Agli estremi 0x     e   x   il triangolo degenera  

in un rettangolo indefinito di area infinita. 
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

   
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rx2
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r    xS 2

22

22

222

I  

   









    
rx

rx

xrxrxrx2
r 22

22

2
22

 

     







   
rx
rx

xrxrxrx2

r 22

22

222

 

      
  



    
rxrx

xrxrx2rxr  
2222

22    
   




   
rxrxrx

x rxr2x2rxr 
22

222  
  22

22

rxrx
r2x rxr 


  . 

La derivata prima   0xS I   per: 

 
 

0
rxrx

r2x rxr 
22

22




 ;     0r2x rx 22  ;     
2

r8rrx
22

2,1





2
r3r 

r2
2

r3r

r
2

r3r





  

La soluzione rx   non è accettabile perché non appartiene all’intervallo    ,r .    

Essendo:  

 
22

2

r)r2(
rr2r  (2r)S  



r 3

r9r   
2

  2r
3

9    2r33  

  



 22

2

r x rx

rxr lim  

  



 22

2

 x rx

rxr lim  

  
Il minimo assoluto è 2r33m     
 
assunto nel punto r2x   

 

Per r2x    si ha:     r3rr2rxCH                  
 

22 rx
rrxBH




 

22 r)r2(
rrr2




r 3

r3 2

 r 3 .   

r 32AB                   
22

BHCHBC     22 r3r3  22 r3r9  2r12 r 32 . 

Essendo r 32ACBCAB         il triangolo di area minima è equilatero. 
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x 

Soluzione 2 

Posto xCE      con       ,0 x      si ha:   r2xCH      e    

  22 rrxCD   222 rx r2rx    x r2x  2   

Dai triangoli rettangoli simili  


BCH    e   


CDO    si ha:  DO:CDBH:CH  ;    

  r:x r2xBH:r2x 2   ;     
 

x r2x
rr2xBH

2 

  

La funzione da rendere minima è:  

CHAB
2
1    )x( S 

   r2x
x r2x
rr2x   

2




        
 

 r2xx
r2xr   )x( S 

2


 . 

Agli estremi 0x     e   x   il triangolo degenera in un rettangolo indefinito. 

 
     

 
  







   
r2xx

r2xx2
r2x2r2xr2xxr2x2

r    xS

2

I  

       
 

 r2xx
r2xx

rxr2xr2xxr2x2
r   

2







   

       
 
  






   
r2xx
r2xx

rxr2xr2xxr2x2

r   

2

 

     
   




     
r2xxr2xx

rxr2xr2xx2r   
22

  
   
   

 
r2xxr2xx
rxx2r2xr 

2


   

   
 



    

r2xxx
rxr2xr     

   
 

 
 









    
r2xx
r2xx

r2xxx
rxr2xr    

     
 r2xxx

r2xxrxr2xr 



   

   
2x

r2xxrxr   
  . 

  0xS I   ;     
    0

x
r2xxrxr 2 


  ;         0r2xxrx   ;     

0r2x
0x

0rx





     

)x(S

)x(S

D  r2x
D      0x

rx






  

Essendo:  

 
 r2xx

r2xr  (r)S  
2


  

 r2rr
r2rr  

2




r 3
r9r   

2

  2r33  

 
 





 r2xx

r2xr lim
2

0 x
 

 
 





 r2xx

r2xr lim
2

 x
 

  
Il minimo assoluto è 2r33m     
 
assunto nel punto rx   

Pertanto: rCE  ;     r3CH  ;     
  r32

3
r32

r3

r32
rr2r

rrr22BH2AB
2

2

2




  . 

    r32r12r3r9r3r3BHCH  BC 2222222
 . 

Avendo dimostrato che  r32ACBCAB  , si può quindi concludere che:  

“fra tutti i triangoli isosceli circoscritti a una data circonferenza, il triangolo di area minima è quello equilatero”. 
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Soluzione 3 

Posto xBCH 


    con   





2
  ,0 x 

     si ha:   
x sen

rCO         

x sen
x sen1r

x sen
rrCH   ;     

x sen
xcosr

x tg
rCD   

Dai triangoli simili 


BCH    e   


CDO    si ha:  DO:CDBH:CH  ;    

r:
x sen
xcosrBH:

x sen
x sen1r        da cui: 

xcos
x sen1r

xcos
x sen

x sen
x sen1r

x sen
xcosr

r
x sen

x sen1r
BH 











  . 

La funzione da rendere minima è:  

CHAB
2
1    )x( S  CHBH   

x sen
x sen1r

xcos
x sen1r      

 
xcosx sen

x sen1r    )x( S
2

2


 . 

Agli estremi 0x     e   x   il triangolo degenera in un rettangolo indefinito. 

  



xcosxsen

)xsenx(cos)x sen1(xcosx senxcos)x sen1(2r   xS 22

222
2I     Raccogliendo (1+ sen x) si ha: 

 





xcosxsen
)xsenx(cos)x sen1(xcosx sen2)x sen1(r 22

222
2       Trasformando in sen x si ha: 

 






)xsen1(xsen

)xsenxsen1()xsen1()xsen1(x sen2)xsen1(r 22

222
2  

 






)xsen1()xsen1(xsen

)xsen21()xsen1(xsen2x sen2)xsen1(r 2

23
2  





    

)xsen1(xsen
xsen2xsenxsen21xsen2x sen2r 2

323
2   

)xsen1(xsen
1xsenxsen2r 2

2
2




 . 

  0xS I   ;      0  
x sen1xsen
1x senxsen2r 2

2
2 




 ;     0  1x senxsen2 2   ;     

2
1x sen

1x sen




     

6
x

D   
2
3x )x(S








 

Essendo: 

6
cos

6
 sen

6
 sen1

r  
6

S  

2

2














 









2
3

2
1

2
1 1

r 

2

2









 


4
3

4
9

r 2  2r33  

 





 xcosx sen
x sen1r lim

2
2

0 x
 

 















xcosx sen
x sen1r lim

2
2

2
 x 

 

  

Il min assoluto è 2r33m     
 

assunto nel punto 
6

x   

 

Pertanto  
3

CBA 


           il triangolo di area minima è equilatero. 

 

x 
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0 r 

 xS I  

 xS  

+ 

NO 

Soluzione 4 

Posto xCE      con       ,0x      si ha:   r2xCH      e    

  22 rrxCD   222 rx r2rx    x r2x  2   

Dai triangoli rettangoli simili  


BCH    e   


CDO    si ha:  DO:CDBH:CH  ;    

  r:x r2xBH:r2x 2   ;     
 

x r2x
rr2xBH

2 

  

La funzione da rendere minima è:  

  CHAB
2
1    xS  CHBH   

   r2x
x r2x
rr2x   

2




  
 r2xx

r2xr   
2


 . 

Agli estremi 0x     e   x   il triangolo degenera in un rettangolo indefinito. 

 
     

 
  







   
r2xx

r2xx2
r2x2r2xr2xxr2x2

r    xS

2

I  

       
 

 r2xx
r2xx

rxr2xr2xxr2x2
r   

2







   

       
 
  






   
r2xx
r2xx

rxr2xr2xxr2x2

r   

2

 

     
   




     
r2xxr2xx

rxr2xr2xx2r   
22

  
   
   

 
r2xxr2xx
rxx2r2xr 

2


   

   
 



    

r2xxx
rxr2xr     

   
 

 
 









    
r2xx
r2xx

r2xxx
rxr2xr    

     
 r2xxx

r2xxrxr2xr 



   

   
2x

r2xxrxr   
  . 

  0xS I   ;     
    0

x
r2xxrxr 2 


  ;         0r2xxrx   ;     

0r2x
0x

0rx





     

)x(S

)x(S

D  r2x
D      0x

rx






  

  0xS I   ;     
    0

x
r2xxrxr 2 


  ;     

  
0x

0r2xx
0rx

2 




     
0x

0x  ;r2x
rx





 

 

Il punto di minimo si ha per:  rx  . 

Pertanto: rCE  ;     r3CH  ;     
  r32

3
r32

r3

r32
rr2r

rrr22BH2AB
2

2

2




  . 

    r32r12r3r9r3r3BHCH  BC 2222222
 . 

Avendo dimostrato che  r32ACBCAB  , si può quindi concludere che:  

fra tutti i triangoli isosceli circoscritti a una data circonferenza, il triangolo di area minima è quello equilatero. 

x 



Matematica                                                                                www.mimmocorrado.it                                                                                   5 

0 6
  

 xS I  

 xS  

+ 

NO NO 

2
  

 

Soluzione 5 

Posto xBCH 


    con   







2
  ,0x 

     si ha:    

x sen
rCO   ;     

x sen
x sen1r

x sen
rrCH   ;     

x sen
xcosr

x tg
rCD   

Dai triangoli simili 


BCH    e   


CDO    si ha:  DO:CDBH:CH  ;    

r:
x sen
xcosrBH:

x sen
x sen1r   ; 

xcos
x sen1r

xcos
x sen

x sen
x sen1r

x sen
xcosr

r
x sen

x sen1r
BH 











  . 

La funzione da rendere minima è:  

  CHAB
2
1    xS  CHBH   

 
xcosx sen

x sen1r  
x sen

x sen1r
xcos

x sen1r   
2

2


 . 

Agli estremi 0x     e   x   il triangolo degenera in un rettangolo indefinito. 

  



xcosxsen

)xsenx(cos)x sen1(xcosx senxcos)x sen1(2r   xS 22

222
2I     Raccogliendo (1+ sen x) si ha: 

 





xcosxsen
)xsenx(cos)x sen1(xcosx sen2)x sen1(r 22

222
2       Trasformando in sen x si ha: 

 






)xsen1(xsen

)xsenxsen1()xsen1()xsen1(x sen2)xsen1(r 22

222
2  

 

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Il punto di minimo si ha per:   30
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Pertanto, fra tutti i triangoli isosceli circoscritti a una data circonferenza, il triangolo di area minima è quello equilatero. 
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