Massimi e minimi assoluti

Il minimo assoluto di una funzione f(Xx) in unintervallo D & il piu piccolo dei valori assunti da f(x) nell'intervallo D .

Il massimo assoluto di una funzione f(x) in unintervallo D é il piu grande dei valori assunti da f(x) nell'intervallo D

Teorema di Weierstrass

f(x) & dotata in [a,b] di minimo
assoluto e di massimo assoluto.

Sia f(x) una funzione continua in ‘ N

un intervallo chiuso e limitato [a, b]

Al contrario, se la funzione non soddisfa le ipotesi del teorema di Weierstrass, cioé se essa non € una funzione
continua in un intervallo chiuso e limitato, essa puo anche non essere dotata di valore minimo e di valore massimo.

In generale, la ricerca dei punti di massimo e di minimo assoluto di una funzione f(x) va effettuata tra:
1. gli estremi del dominio D di f(X)

2. i punti interni al dominio D in cui f'(x)=0
3. ipuntiin cuilafunzione f(x) non & derivabile.

| principali casi sono i seguenti:

1 - Funzione continua in un intervallo chiuso e limitato

Sia f(Xx) una funzione continua - . .
(x) I minimo assoluto m [il massimo

nell'intervallo chiuso e limitato D = [a, b] e assoluto M ] & il pili piccolo [il pit
siano X;, X, ,...,X,, i punti interni a D in cui grande] tra i valori:

f'(x) =0 oppure f(Xx) non sia derivabile. f(@), f(b), T0x) T0x),F(%,)

2 - Funzione continua in un intervallo limitato e aperto

Sia f(x) una funzione continua nell'intervallo limitato e aperto D = Ja,b[ e siano X;,X,,...,x, i punti internia D in

cui f'(x) =0 oppure f(x) non sia derivabile

Se m e il pit piccolo trai valori: f(X;), f(X,),....f(X,)

R m< lim f(x) m < lim £(x) = m ¢ il minimo assoluto
x—at x—b~

Se M el pit grande traivalori: f(x;), f(X,),....f(X,)

R M= lim f(x) e M3 lim f(x) = M e il massimo assoluto
x—at x—b~

3 - Funzione continua in un intervallo illimitato

A. Sia f(x) una funzione continua nellintervallo illimitato D = |- c0,+ o[ e siano X,X,,...,x, i punti interni
a D incui f'(x) =0 oppure f(x) non sia derivabile.
Se m e il pit piccolo trai valori: f(X;), f(X,),....f(X,) o
& m< lim f(x) m< lim f(x) = m & il minimo assoluto
X— —o0 X—> +0
Se M el pit grande traivalori: f(X;), f(X,),....f(X,)
e M> lim f(x) M > lim f(x) = M & il massimo assoluto
X— —0 X—> +0
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Sia f(x) una funzione continua nell'intervallo illimitato D = [a, + oo[ e siano X;,X,,...,X

a D incui f'(x)=0 oppure f(x) non sia derivabile.

Se m éil piu piccolo trai valori: f(a), f(x;), f(X,),...,f(x,)
e m< lim f(x)
Se M éil piu grande traii valori: f(a), f(x;), f(X,),....f(x,)
e M2 lim f(x)

X—> +00

Sia f(x) una funzione continua nell'intervallo illimitato D = ]a, + oo[ e siano X;,X,,...,X

a D incui f'(x)=0 oppure f(x) non sia derivabile.

Se m éil piu piccolo trai valori: f(a), f(x;), f(X,),...,f(x,)
e m< lim f(x) m< lim f(x)

x—at X—> +00
Se M éil piu grande traii valori: f(a), f(x;), f(x,),....f(x,)
e M= lim f(x) M> lim f(x)

x—>a*

Sia f(x) una funzione continua nell'intervallo illimitato D = | - o, b]

a D incui f'(x)=0 oppure f(x) non sia derivabile.

Se m el piu piccolo trai valori: f(b), f(x;), f(X,),....f(X,)
e m< lim f(x)
Se M éil piu grande traii valori: f(b), f(x;), f(X,),....f(X,)
e M= lim f(x)

X—> —©

Sia f(x) una funzione continua nell'intervallo illimitato D = ] — 0, b[ e siano X;,X,,...,X

a D incui f'(x)=0 oppure f(x) non sia derivabile.

Se m éil piu piccolo trai valori: f(b), f(x;), f(X,),....f(X,)
e m< lim f(x) m < lim f(x)

x—>b~ X—> —©
Se M éil piu grande traii valori: f(b), f(x;), f(X,),....f(X,)
e M2 Iing_f(x) M > lim f(x)

— m ¢ il minimo assoluto

— M & il massimo assoluto

— m ¢ il minimo assoluto

— M é il massimo assoluto

— m ¢ il minimo assoluto

— M é il massimo assoluto

— m ¢ il minimo assoluto

— M é il massimo assoluto

, 1 puntiinterni

, 1 puntiinterni

e siano X;,X,,...,X, ipuntiinterni

n

, 1 puntiinterni
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Esempio 1
Determinare il minimo assoluto m e il massimo assoluto M della funzione f(x) = x* — 3x? nellintervallo [—1,1] :

Soluzione

La funzione € continua in [—1,1] :

La sua derivata & f'(x)=3x%-6X.

x=0

f'(x)=0 per 3x*-6x=0; x-(3x-6)=0; <

|
|
|
|
|
|
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|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|

X = 2 non é accettabile perché non appartiene all'intervallo [ 1,1].

Il minimo assoluto m e il massimo assoluto M sono da ricercarsi

pertanto, trai valori: f(-1), f(1), f(0).

|
|
|
|
|
|
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|
|
|
|
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Essendo:
p— — 3 — of — 2 —_ —
f(-1)=(-1)"-3-(-1)=-4 I minimo assoluto € m = -4 assunto nel punto X = -1
f(1)=1°>-3.1>=-2 =

£(0) = 0_-3.0% =0 Il Massimo assoluto € M =0 assunto nel punto X =0

Esempio 2
Determinare il minimo assoluto m e il massimo assoluto M della funzione f(x) = ‘Xz - 3X‘ nell'intervallo [1,4] :

1] A

Soluzione

2
-3 <0 >3
La funzione f(X) = ‘xz _3X‘ - {X X per X e X

-x*+3x per 0<x<3

Tenendo conto dell'intervallo [14] si ha:

|
|
|
|
|
|
|
|
|
I M=1.5,225
|

Z-3 3<x<4
f(X):‘XZ_gx‘:{X X per X

-x>+3x per 1<x<3

La funzione é continua VX € [14]

Infatt Iirr;f(x):lirr;‘xz—3x‘=0 e f(3)=0.

2x -3 per 3<x<4

La sua derivata & f'(x) =
-2x+3 per 1<x<3

Essendo
f'-(3) = |irg_ (-2x+3)=-3 la funzione f(x) & derivabile Vx € [L,4],
X—>
= escluso il punto X = 3, in cui ha un punto
f'.(3) = lim (2x-3)=+3 angoloso.
x—>3*
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Essendo inoltre f'(x) =0 per [2x-3|=0; ng.

I minimo assoluto M e il massimo assoluto M sono da ricercarsi pertanto, tra i valori:

(1), f(3), f(4), f@)

Essendo:

f(1)=-1>+3-1=2
£(3)=32-3.3=0
f(4)=4?-3-4=4 Il minimo assoluto & m =0 assunto nel punto x =3

2 =
f (gj = —(gj +3 § = _9 + % = Il Massimo assoluto € M =4 assunto nel punto X =4

2 2

Esempio 3
Determinare il minimo e il massimo assoluto della funzione: f(x)=3x? -16 per x eR.
Soluzione

La funzione & continua VX e R..

3 3\/(x2 —16)2 |

Il campo di derivabilita della funzione f(x) é:
D, =R-{-4,+4}.

N
L

La sua derivata & f'(x) =

fl(x)=0 per — 2% _0: x=0

3 3\[ (X2 —16)2 A= (0,-2.52)
f(0)=%/0%-16 =316 =252 f(-4)=3(-4)>-16 =0 e f(4)=%42-16=0
Inoltre i limiti: ~ lim X/x? —16 = +oo lim 3/x2 -16 = +x.

X—> +o0 X—> -00

Pertanto la funzione hain R minimo assoluto m = —3/16 , assunto per X =0.

Mentre la funzione non ha massimo assoluto.
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Osservazioni importanti
La ricerca del min e del max assoluto di una funzione puo risultare semplificata sfruttando le seguenti osservazioni:
1. Le funzioni f(x) e f(Xx)+c assumono il min e il max assoluto negli stessi punti.

2. Lefunzioni f(x) e c-f(x) (con c € R") assumono il min e il max assoluto negli stessi punti.
3. Lafunzione m (con f(x)>0 Vvx eD) assume il min e il max assoluto negli stessi punti in cui la
X

funzione f(x) assume rispettivamente il max e il min assoluto.

4. Lefunzioni f(x) e [f(x)]* (con @ e R* e f(x)>0 Vx e D) assumono il min e il max negli stessi punti

Esempio 1
Determinare il minimo e il massimo assoluto della funzione: f(x) = -5 ++9 - x? nell'intervallo [— 2,1].
Soluzione

Essendo la funzione definita e continua Vx e[~ 3,3], essa lo & anche nellintervallo [-2,1].

Per il teorema di Weierstrass € dotata in [— 2,1] di minimo e massimo assoluto.
La ricerca dei punti di minimo e massimo assoluto pud essere semplificata

applicando le osservazioni 1 e 4.

Applicando I'osservazione 1, la funzione da studiare diventa: g(x)=+9 — x?

Applicando I'osservazione 4, la funzione da studiare si riduce a: h(x) =9 — x?

La sua derivata & h'(x)=-2x. Essasiannullain x=0.
Essendo:

5 Il minimo assoluto di h(x) e m=5
h(-2)=9-(-2)" =5 assunto nel punto X = -2

h(1)=9-1* =8 = ;
h(0)=9—-02 =9 Il Massimo assoluto di h(x) € M =9
assunto nel punto x =0

Pertanto:

I minimo assoluto di f(x)=-5++9 - x2 & m=-5+ \/_ ~ 2,76 assunto nel punto X = -2

Il Massimo assoluto di f(x)=-5+49-x?> & M =-2 assunto nel punto x =0
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Esempio 2

Determinare il minimo e il massimo assoluto della funzione: f(x) = ——— nell'intervallo [— 3, —l].
e

Soluzione

Essendo e* —x >0 VX e [— 3, —l], si puo applicare I'osservazione 4, e studiare la funzione h(x) =e* - x.

La sua derivata & h'(x)=e* —1.Essasiannullain: € -1=0; e*=1; x=0 (valore non accettabile)

Essendo:
- . R 1
Il minimo assoluto di h(x) e m=1+=—
e
h(-3)=e® +3=305 assunto nel punto x = -1
=
1Y=eli1= , , . 1
h(-1)=e~ +1=137 Il Massimo assoluto di h(x) & M =3 +—
e
assunto nel punto X = -3
i
Pertanto: | [
| | 1.5
| |
Il massimo assolutodi f(x) & M= assunto nel punto X = -1 | |
141 : ' T
| |
e | o
| IB=(-1.0./3,| )
N - . | | 05
Il minimo assoluto di f(x) ¢ m= assunto nel punto X = -3 - 503 |
| |
3+ 7 e R R T
| |
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