In una sfera di raggio r inscrivere il cono avente la superficie laterale massima.
Soluzione 1

Posto BH=x con xe[0,r] sihat CH=+r?-x> DH=r++r?-x?
JE— N P 2

BD=VDH  +BH = \/(r +\/r2—x2J +x°
= \/r2+r2—x2+2r\/r2—x2+x2 = \/2r2+2r\/r2—x2 . "

La funzione da rendere massima €&:

S(x)zé.zﬂ.ﬁ-ﬁ; S(x):;rx-\/2r2+2r\/r2—x2
Agliestremi x=0 e X =r ilcono degenera nel diametro avente superficie nulla. +E

—-2X

2r ———
La derivata prima & S' (x) =7 - 1-\/2r2 +2ryr2 —x% +x- 24r? - x* _

2\/2r2 +2ryr? —x2

2 2

r x 2, or i 2 - X
—_— 2r° +2rVr° = x5 ———
= - \/2r2+2rm— Jr® - x° = - re-x® _
\/2r2+2rm \/2r2+2r\/r2—x2

2r24r? —x* +2r-(r2—x2)—r x? 2r2r2 - x2 1 2r —2rx® —r X2
Jr2 - x? ‘ Jr2 - x2
\/2r2+2r\/r2—x2 \/2r2+2r\/r2—x2
. 2r24r? —x? +2r% - 3rx? . 2r24r? —x? +2r% -3rx?
x/m-\/2r2+2rx/r2—x2 \/(rz—xz)-(2r2+2rm)

La derivata prima S'(x) =0 per:

2 .2 2 3 _ 2
. 2r°Nr? —x* +2r° - 3rx —0: 2r2r2—x? +2r3 —3rx% =0
\/(rZ_xz)-(Zr2+2r\/r2—X2J

2
(Zr2 rz—sz =(3rx2—2r3)2; 4r4-(r2—x2)=9r2x4+4r6—12r4x2;

4r® —4r%x? —9r2x* —4r® +12r*x%=0; -9r®x* +8r'x?=0; x? -(—9r2x2 +8r4)=0;
<2 -0 X% =0 x =0 doppia
22 ooa , 8r* _242 . . A .
-9r°x-+8r*" =0 X =9—2 x=+Tr la soluzione negativa non & accettabile
r
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Essendo:

S(O)=7z-0-\/2r2+2r\/2—02 =0
S(r)=m-r- \/Zr +2ryr? =2 1?2

2r2 +2r

S[&] 222, [M
3

3 3

-&r -\/Zr2 +2r‘/r2 _82
3 9

'3\/_

=TT

:ﬂ.&r. 2r2+2r.L= ﬂ-.&r. §r2=
3 3 3 V3

=7 r? 8\/§ﬂr

J-

Il massimo assoluto € M =

242

assunto nel punto X = Tr

%«Eﬂrz

242

Si puo concludere quindi che il cono avente la superficie laterale massima ha il raggio di base uguale a X = Tr .
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Soluzione 2

Posto BH=x con xe[0, r]

siha: CH =+/r? —x? DH =r++r?—x?
BD: DH2+BH2 = \/(r +1”’2_X2J +X2 |

\/r2+r2 —x2+2rVr?2 = x? +x? = \/Zr2 +2ryr? —x2

La funzione da rendere massima €&:

S(x)zé.zﬂ.ﬁ-ﬁ; S(x)=7rx-\/2r2+2r\/r2—x2

Agliestremi x =0 e X =r ilcono degenerain un segmento (il diametro) avente superficie nulla.
—-2X

2r ———
La derivata prima & S' (x) =7 - 1-\/2r2 +2rdr2 —x2 +x- 24r? —x° _

2\/2r2 +2ryr2 - x2

2 2

r x 2, ori? 2 - X
—_— 2r° +2rVr° = x5 ———

= - \/2r2+2rm— Jr® - x° = - r-x®

\/2r2+2rm \/2r2+2r\/r2—x2

2r2yr? —x* +2r-(r2—x2)—r x> 2r2r2 - x2 1 2r —2rx® —r X2
Jr2 - x? - Jr2 - x2
\/2r2+2r\/r2—x2 \/2r2+2r\/r2—x2
. 2r24r? —=x* +2r® -3rx* . 2r23r? —x? +2r% —3rx?
PERENE -\/2r2+2r\/r2 2 \/(rz—xz)-(2r2+2r /rz—ij

La derivata prima S'(x) =0 per:

22 _2 3 a2
g 2NN oXTH2r —3X =0; 2r°yr?—x*+2r®-3rx*=0;
\/(rz—xz)-(2r2+2r\/r2—x2)

2
(Zr2 rz—xzj =(3rx2—2r3)2; 4r4-(r2—x2)=9r2x4+4r6—12r4x2;

4r° —4r*x? —9r?x* —4r® +12r*x? =0; -9r?x* +8r*x? =0;
2 x? =0 x =0 doppia
xz.(—9r2x2+8r4)=0; X" =0 gré 22
—-9r’x? +8r* =0 x2 =" x=FVey
or? 3
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2r%4r? —x? +2r% —-3rx?

S'(x)>0; =x- >0;
\/(rz—xz)-(2r2+2r\/r2—x2J
O &r r
2\/5 [ — 3 ------------
2r2yr2 —x2 +2r3 -3rx? >0 (v X< 1 1
r2_-x2s0 —r <X <+ NSO INO-
2r2+2r ,rZ_X2>0 (**) - <X<+r SI() N S
X —
s | AT N

242

Si puo concludere quindi che il cono avente la superficie laterale massima ha il raggio di base uguale a X = Tr .

Calcoli

La disequazione (*)
2

2r2\r?2 —x? +2r* —=3rx? >0; dividendo per 2r?> >0  siha: \/rz—x2+r—32X >0; cioé:
r
Vr2 —x2 >3 %2y
2r
3, 3% 120
. : _ . _ _ _ _ —Xx“-r<0 2r
La soluzione di tale equazione € data dall'unione dei due sistemi: A4 2r U B 2
r2—x2>0 re—x >(ix2—r)
B 2r
3 0 2 r
A EXZ—r<0 \/7r<x<+\/7 S O<x<sl?r
No[><] ]No 3
r2 —x? —r <X <Hr >< ----- °

Pertanto (**) 2rvr? —x? +2r? -3x?> >0 per x<2;/§r _

La disequazione (# ) rz—x2>(ix2—rjz; 2ox2> D xd 2352 2t _2x% <0; xz-(ix2—2j<0
2r 4r? 4r? ar2
242
x2>0 vx#0 _O 3 ' 0 2.2
%x2_2>0 x<—¥r; x>+¥r N_C_)_ ______ ‘ NO =rs '

La disequazione (**)

2r2 +2r4dr2 —=x2 >0; essendor>0r2—-x2>0; —r<x<+r .
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