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Infinitesimi
Definizioni
Una funzione f(x) si dice infinitesima per x — ¢ quando il limite lim f(x)=0.
X—>C
Una funzione f(x) si dice infinitesima per x — 0 quando il limite Iin?)f(x) =0.
X—>
Una funzione f(x) si dice infinitesima per x — +co quando il limite lim f(x)=0.

X—> +o©

Una funzione f(x) si dice infinitesima per x — —oo quando il limite lim f(x)=0.

Confronto di infinitesimi
Siano f(x) e g(x) due funzioni infinitesime per x — c.
i) o |
Se Iim m =0 f(x) € un infinitesimo di ordine superiore a g(x)
i) o
Se lim m =00 f(x) € un infinitesimo di ordine inferiore a g(x)
) o -
Se lim m =p=0 f(x) € un infinitesimo dello stesso ordine di g(x)
X—>C
o) . . N
Se lim m non esiste Le due funzioni f(x) e g(x) non sono confrontabili
Definizione

Siano f(x) e g(x) due funzioni infinitesime per x — c.

Si dice che la funzione f(x) € un infinitesimo di ordine o rispetto alla funzione g(x), (presa come

_ f(x
infinitesimo campione o infinitesimo principale) se il limite Ilim M

—=p#0 (conaeR;).
X—¢ |g(X)|

Analogamente se X >0, X — +00, X — —00 .

Infinitesimi campione

Anche se per confrontare gli ordini di infinitesimo di piu funzioni si puo scegliere una qualsiasi funzione
come infinitesimo campione, si preferisce tuttavia fissare la funzione g(x), infinitesimo campione, in modo

universale e procedere poi al suo confronto con quelle date.

Per x —>c¢ si prende come infinitesimo campione la funzione |x - c|
Per x >0 si prende come infinitesimo campione la funzione |x|
Per X — o si prende come infinitesimo campione la funzione H

X
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Esempio 228-25

Determinare l‘ordine di infinitesimo della funzione f(x)=+9 -x* -3 per x —» 0.

Soluzione

4
e Pg—x —3\ . o _
im — = lim — = Moltiplicando per il coniugato del numeratore si ha:
x—0 |X|“ x—0 X“

Wg—x4—ﬂ Wg—x4+3

\9—x4—q

lim = |lim =
x>0 X" ‘\/g—x“ +3‘ 20 X W9 —x* +3‘
= lim ‘_ X4‘ = |im |X|4 =
20 x| W9 - x* +3‘ 20 |x|" ( 9-x* +3)
lim ;:l se 4-0=0 cioé se a=4
>0 Jog_x*4+3 6
= lim |X|4_a = Jlim |X|n>0 0 se 4 >0 cioé se a<4
—_ —_— —_ —_— -0 o
>0 9 -x* +3 >0 J9—x* +3
. 1 .
lim = sed4-g<0 cioe se a>4
x>0 |x|n>0 -(\/9—7+3j

Quindi f(x) e infinitesima di ordine « =4 per x > 0.

Esempio 251-272

Determinare I‘ordine di infinitesimo della funzione f(x) = x* +x* per x > 0.

Soluzione
4 2
O SR S . | o
lim = lim ——— = Raccogliendo a fattor comune la x di grado minimo si ha:
x—0 | a x—0 @
X x|
lim ‘x2+1‘=1 se 2-a=0 cioé se a=2
2 2 x—0
; ‘X HX +1‘ ; 2-a 2 . 0 2 PN
lim = lim |x| -‘x +1‘ = {lim x"> -‘x +1‘=0 se 2-a>0 cioé se a<2
x—0 |X|“ x—0 x—0
2
‘x +1‘
im — = se 2-a<0 cioé se a>2
Xx—0 X”>O

Quindi f(x) e infinitesima di ordine a =2 per x - 0.
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Esempio 251-273

Determinare l‘ordine di infinitesimo della funzione f(x) = x* + 3x per x - 0.

Soluzione
G R | | o
im — = lim —— = Raccogliendo a fattor comune la x di grado minimo si ha:
x—0 |x|“ x—0 |x|“
1 1 S
X2 +x3 |x|§-x3 +1
= lim = lim =
Xx—0 |X| x—0 |X|"t
5
|3 1 - 1
lim [x3 +1]=1 se —-a=0 cioé se a=—
x—0 3 3
E o | o 1 1
= lim |x|3 X3 +1 = ddim X7 - x3 +1{=0 se —-a>0 cioé se a<=
x—0 x—0 3 3
5
x3 +1
. 1 . 1
lim T =® se —-a<0 cioé se a>—
Xx—0 |X|n> 3 3

Quindi f(x) e infinitesima di ordine « =% per x > 0.

Esempio 251-274

Determinare l‘ordine di infinitesimo della funzione f(x) = il Perxo 0.

Soluzione
Jx
x—0 |X|“ Xx—0 |X|“ x—0 |X|a'|X +1|
. 1 1 . 1
lim ——— = se —-a=0 cioé se a=—
x—0 |X+1| 2 2
L i, 1 o n>0 1 1 . 1
= lim |x|2 . = Jlim |x| . = se —-a>0 cioé se a<=
X—0 |x +1| x>0 |X +1| 2 2
. 1 1 . 1
lim —5 = se —-a<0 cioé se a>—
X0 Ix" x4 1 2 2

Quindi f(x) € infinitesima di ordine « =% per x > 0.
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Esempio 251-275

Determinare |‘ordine di infinitesimo della funzione f(x) =tg®*x per x —»0.

Soluzione

IimmzlimM =

x—0 |X|" x—>0 |X|“
sen®x
cos® x

x—0 a = Jim

Ix

sen®x
|3

3

[X]
|x

lim
x>0 |x|* -|cos® x

x>0 |x|” -‘0033 x‘

sen x
X

=1 siha:

Sfruttando il limite notevole: lim
Xx—0

‘sene'x‘

moltiplicando e dividendo per |x|3 si ha:

3
Sen X 1 se 3-a=0 cioé se =3
. 3— X L s
lim [x"™ - —r =40 se 3-a>0 cioé se a<3
x=0 ‘cos x‘

se 3-a<0 cioé se a>3

Quindi f(x) € infinitesima di ordine « =3 per x -> 0.

Esempio 251-276

Determinare l‘'ordine di infinitesimo della funzione f(x)=sen 3x per x - 0.

Soluzione
| . |sen3x| o _ _ _
im — = lim ——— = dividendo ambo i membri per |3x| si ha:
x—0 |X|“ x—0 |X|"‘
sen 3x
||3x|| se;13x 3 3 sel-a=0 cioé se a=1
. X . —a sen 3x N
lim = — = lim |x|l 3=/ =40 sel-a>0 cioé se a<1
x—0 |X|‘X x—0 |X|"" x—0 3x R
7 L B sel-a<0 cioe se a>1
3| 3
Quindi f(x) é infinitesima di ordine a =1 per x -> 0.
Esempio 251-277
. . e . X +sen X
Determinare l‘ordine di infinitesimo della funzione f(X)=————— per x - 0.
X 4+ COS X
Soluzione
X +sen X sen x
x| -1+
)| _ . [x+cosx| _ . |[x+senx| x |
lim — = lim - lim — p =
=0 x| x>0 Ix x>0 |x|” -|x + cos x| x>0 |x|" -|x + cos x
}1+senx 2 se 1-a=0 cioé se a=1
. —a X .
= lim |x1 — = =10 sel-a>0 cioé se a<1
x>0 X + cos x|

sel-a<0 cioé se a>1

Quindi f(x) e infinitesima di ordine a =1 per x - 0.
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Esempio 251-278

x? —3sen® x

Determinare I‘ordine di infinitesimo della funzione f(X) = ————— per x - 0.

5x

2X +sen5x
Soluzione
x2 —3sen?® x ) 3sen® x
2 3 |X| - 2
)| . |2x+sen5x _ ‘x —3sen x‘ y
Ilrrg) — = lim p = lim —- = ! S =
X X 0 X 0 X
20 || ” X 20 |x|”-|2x + sen 5x| 20 g |.‘2+ sen5x
X
2 2 1 .
sen? x sen? x b co = —
|X|2,1_3 5 .sen X }1_3 . .sen x 7 sel-a=0 cioe se a=1
1 X H - X -
= Img) : = I|m0 |x|1“- 3 =40 sel-0>0 cioé se a<1l
X—> sen ox X—> sSen ox
|X|a,|x|-‘2+ '5‘ ‘2+ '5‘ 0 sel-a<0 cioé se a>1

Quindi f(x) € infinitesima di ordine a =1 per x -0 .

Esempio 251-279

Determinare I‘ordine di infinitesimo della funzione f(x) = 2.1 Perx—0.
+

Soluzione
X4
|f(x)| SR |x|4 1 se 4-a0=0 cioe se a=4
lim =2 = lim = lim —“1— = |im |x|4_“-#= 0 se 4-a>0 cioé se a<4
=0 ¥ =0 K" 20 x| |x? +1‘ . ‘XZ +1‘ 0 se 4-a<0 cioé se a>4

Quindi f(x) é infinitesima di ordine o« =4 per x - 0.

Esempio 251-281

Determinare l‘'ordine di infinitesimo della funzione f(x)=1log (1+2Xx) per x 0.

Soluzione
lim M = |im w T |2X|'||09 (1+2X)| _
x—0 |X|0t x—0 |X|0< X— 0 |X|a |2X|

sel-a=0 cioe se a=1
= "”(‘) 2|X|1—a.log(;—+2x) =40 sel-a>0 cioé se a<1
; X sel-a<0 cioé se a>1

Quindi f(x) é infinitesima di ordine a =1 per x -> 0.
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Esempio 251-285

3 2
. . Cn . X" +X
Determinare I‘ordine di infinitesimo della funzione f(x) = ,3/2— per x - 0.
X° +C0S X

Soluzione
x3 +x2 x? - (x+1) 2
3~ T A Ix[3 -Js X+l
) _ x% +cosx _ x% + cosx _ x2 + COS X
im — = lim —— 1 = |m +~—— ' = [|im =
x—0 |X|“ x—0 |X|"t x—0 |X|“ Xx—0 |X|"t
2 . 2
1 se —-a=0 cioé se a=§
2
. = X+1 2 . 2
= lim [x3™"-g}———| = 10 se =-a>0 cioé se a<=—
x—>0 X“ 4+ COS X 3 3
2 R 2
0 se —-a<0 cioé se a>—
3 3
Quindi f(x) é infinitesima di ordine o = 3 per x > 0.
Esempio 251-286
. e . sen®x
Determinare l‘ordine di infinitesimo della funzione f(X)=————— per x - 0.
X +Sen X
Soluzione
sen®x
_ff)) _ . [x+senx I _ senx .
im —= = lim = Sfruttando il limite notevole: lim =1 siha:
x—0 |X|"t x—0 |X“ x—0 X
sen®x
3 3 3 3 3
~ Ix+senx _ sen®x _ X|” - lsen®x sen’x| |x 1
lim - = lim - = |im 3 - = TR E—
X—0 |X| x—0 |X| -|X +sen X| x—0 |X| |X| ~|X +sen X| x—0 ‘X ‘ |X| |X| . sen X
X
1 .
— se 2-a=0 cioe se a=2
- |senx/’ 1 2 -
= lim |x| . . =0 se 2-0>0 cioé se a<?2
x>0 | | sen x .
+ « 0 se 2-a<0 cioe se a>?2

Quindi f(x) é infinitesima di ordine a =2 per x > 0.
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Esempio 251-289

Determinare I‘ordine di infinitesimo della funzione f(x)=5-§/tg x -sen x per x » 0.

Soluzione
1
[senx ‘ . 5
] _ ‘5-§/tgx-sen x‘ ° 5\/ cosx onX | 5 SCOSX sensx-sen x
lim — = |im = i — lim
x—0 |)(|0t x—0 |X|a x—0 |X|a %0 |X|a

sensx
6
5 -|x|§ S
. . [x[s
= |lim ———— = lim =

0 " Foosx %0 " -Yoosx

6
5.|sen®x

6 6 . 6
6 5 5 se —-a=0 cioe se a=—
6_, llsen x 5 5
5'|X|5 .
= |im X =30 se6 oa>0 cioéseoc<6
Xx—0 SJCOSX 5 5
6 .
o0 se —-a<0 cioé se a>—
5 5

Quindi f(x) e infinitesima di ordine « =g per x -0 .

Esempio 251-290

Determinare l‘'ordine di infinitesimo della funzione f(X)=1-cos2x per x 0.

Soluzione

- [f) _ fL-cos2x| _ o :
lim —= = lim ————— = applicando la formula di duplicazione del coseno si ha:
X—C |X| x—3 |X|

}1—(coszx—sen2 x} };L—coszx+sen2 x‘ ‘sen2x+sen2 x‘

= lim = |im lim
x—3 |X @ x—3 |X @ x—3 |X|“
2 -‘senzx‘ 2 -|x|2 -‘senzx‘
=lm —-—=Ilm —— =
X—3 |x|“ X—3 |x|“ |x|
5 2 se 2-a=0 cioe se a=2
= lim 2‘|X|z_a‘senx =<0 se 2-a>0 cioé se a<2
x—3 X
o0 se 2-a<0 cioé se a>2

Quindi f(x) e infinitesima di ordine a« =2 per x - 0.
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Esempio 251-291

Determinare |‘ordine di infinitesimo della funzione f(x) = x® —=3x* per x —> 3.

Soluzione
3 2
oo X -3x | | o
|—|a = lim — = Raccogliendo a fattor comune la x di grado minimo si ha:
X—¢C |X-C| x—3 |X-3|
‘xz‘-|x—3| 9 se l-a=0 cioe se a=1
. . 1- 2 N
lim ———— = lim [x-3[":|x" = {0 sel-a>0 cioé se a<1
X—3 |X _ 3|“ Xx—3 N
) sel-a<0 cioe se a>1

Quindi f(x) e infinitesima di ordine a =1 per x —» 3.

Esempio 251-292

Determinare l‘'ordine di infinitesimo della funzione f(x)=cos x per x —» g

Soluzione

f(x _ COS X :

|( )|a = q = Ponendo Xx-—==t siha:
S fx-of | w 2

2
cos (72[ + tJ
= Iirrg : | | = Applicando la formula di addizione del coseno si ha:
t— t @

T T
COS —-cost—sen—-sent
_ 2 2 __[0-cost-1-sent| _ |-sent|
= lim = lim = lim — =

t—>0 |t|a t—0 |t|“ t—>0 |t|“ t—0 |t|a

moltiplicando e dividendo per ft| si ha:

|t|'|sent| 1 sel-a=0 cioé se a=1
, |t| : 1« [sent .
= lim ——~— = [|im |t 2= =0 sel-a>0 cioé se a<1
t—>0 |t|a t—>0 ..
0 sel-a<0 cioe se a>1

Quindi f(x) é infinitesima di ordine « =1 per X —>g.
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Esempio 251-293

Determinare l‘'ordine di infinitesimo della funzione f(x) = ?/x2 -9 +§/x3 —27 per x - 3.

Soluzione

|f(x)| ‘i/xz_g +§/X3—27 5(X+3)'(X_3)+§/(X_3)'(X2+3X+9)
im ——— = = i _
X—>C |X _ C|a Xx—3 |X _ 3|a X3 |X ] 3|a

(x—B)é Rx+3 +(x—3)§ x? +3x+9

Raccogliendo a fattor comune la x di grado minimo si ha:

= lim
X3 x- 3"
1 1
(x —3)5 -Rix+3 +(x—3)§%-\3/x2+3x+9 (x =3)5 -Rix+3 +(x—3)%-\3/x2+3x+9
= lim = lim =
Xx—3 |X - 3|a x—>3 |X - 3|a
6 se l-oc=0 cioé se a:%
1 \
= lim (x-3)s " -R/x+3 +9(x - 3Y -§/x2+3x+9‘ = 10 se %—a>0 cioé se a<%
X—
1 . 1
00 se —-a<0 cioe se a>—
5 5

Quindi f(x) e infinitesima di ordine « =% per x »> 3.
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Esempio 252-302

Determinare I‘ordine di infinitesimo della funzione f(x) :m PEr X —> 400 .
Soluzione
1
lim M = lim M = lim |X|a -
o 1 o 1 X ‘xz +3x—1‘
X" X"

Raccogliendo a fattor comune la x di grado massimo si ha:

|x“ 1 1 se a—2=0 cioé se a=2
. . -2 s
= lim lim |x|“" - = {o se a—2>0 cioé se a<2
X—> 400 2 3 l X—> +0 3 1 N
|X| Lt T 0 se a—-2<0 cioe se a>2
X X X X

Quindi f(x) € infinitesima di ordine a =2 per X — +oo.

Esempio 252-306

3
. : o . X -3/ X
Determinare |‘ordine di infinitesimo della funzione f(x) = 6 _ox per x — +oo.
X X

Soluzione
x-3x
R T R R 'S
im — = Im —— = |lm ——M——— =
X—> 400 X—> +90 1 X—> +00 ‘X6 —ZX‘
X" X"

Raccogliendo a fattor comune la x di grado massimo si ha:

1
. |X|(l+l+§ . a+1+£—6 1
= lim ——— = lim |x| 3.~ =
X—> +00 |X|6 ‘}1_2 X—> +00 }1_2
x° x°
1 se a—EzO cioé se oczE
3 3
. a 1 14 N 14
= lim |x| 3 }1 51 = 1™ se a—?>0 cioé se (x>?
X—> +00
T U5
X 0 se a—%<0 cioe se a<%

Quindi f(x) € infinitesima di ordine a = % per X —> 4.
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Esempio 252-307

1
Determinare I‘ordine di infinitesimo della funzione f(x) =log [1+;j per x — +w.

Soluzione
1
log|1+=
k) g( xj‘ ik 1 - . .
lim =2 = Iim -————2 = lim |x-log|1+=]| = moltiplicando e dividendo per |x| si ha:
X—> +00 1 X—> +0 1 X—> +00 X
X X
|x|“ 1 1 X 1 se a—-1=0 cioé se a=1
= lim —-|x|-|og(1+—)‘ = lim |x|“_1log[1+—J = {wo se a—1>0 cioé se a<1
X—> +00 |x| X X—> +o0 X s s
0 se a-1<0 cioé se a>1
Quindi f(x) e infinitesima di ordine a =1 per X — +w.
Esempio 252-308
Determinare I‘ordine di infinitesimo della funzione f(X)=—7——— per x — +w».
5x™ +3x
Soluzione
1
f(x 4 2 x|*
x—+o 1 X—> +00 1 X—> +o0 ‘5)(4 +3X2‘
X" X

Raccogliendo a fattor comune la x di grado massimo si ha:

1 .
— se a—2=4 cioe se a=4
P 5
|X| a—4 1 N
= |im = lim |X = {oo se a—-4>0 cioeé se a<4
X—> +© 4 X—> 400 N
x| -5+X7 5+x7 0 se a-4<0 cioé se a>4

Quindi f(x) € infinitesima di ordine a =4 per X — +oo.



