FUNZIONE CONTINUA

Definizione

LIMITI

Calcolo di limiti

Una funzionef(x) si dicecontinua in un puntox, quando il limite xlg;lo fx) = f(x0)
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La funzione f(x) non e definita i,

ma esiste il limite  lim f(x) =1
0

La funzione f(x) é definita inx,

ma il limite lim f(x) = 1 # f(x)

La funzione f(x) & definita inx,

eil limite lim f(x) = f(xo)

La funzionef (x)
non é continua in x,

La funzionef (x)
non é continua in x,

La funzionef (x) & continua in x,

Definizione

Una funzionef(x) si dicecontinua a destra in un puntox, quando il limite

Una funzionef(x) si dicecontinua a sinistra in un puntox, quando il limite

Jim, f() = f(xo)
Jim fG) = ()

f (zq) 1/

I (xg) 9

%

x / x

F iy
R

La funzionef (x) & continua a sinistra in x,

La funzionef (x) & continua a destra in x,

Definizione

Una funzionef(x) e continua in un intervallo I quando € continua in ogni punto dell'intervdllo
Una funzione continua in un intervallb € quella il cui grafico € una curva senza intgoni (retta, parabola, ...)
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FUNZIONI CONTINUE ELEMENTARI
Le principali funzioni continue sono:

La funzionerazionale intera y = ay + a;x + ax?> + azx3+ . . . +ap_x™ 1 +a,x® & continua Vx €R .
. . N . . s
La funzionerazionale fratta y = % e continua nellinsiemelx e R / D(x) # 0}.

La funzioneirrazionale di indice dispariy = *“*\/f(x) & continua Vx € R .

La funzioneirrazionale di indice pariy = "“i/f(x) & continua nellinsieme{x € R / f(x) = 0}.
La funzionelogaritmica y = log, x € continua nellinsieme{x e R / f(x) > 0}.

La funzioneesponenziale y = a/® & continuavx € R .

La funzioneesponenziale y = f(x)9*) & continua nellinsieme{x € R / f(x) > 0}.

Le funzionigoniometriche y =sinx e y =cosx sono continuevx € R .

La funzionegoniometrica y = tan f(x) € continua neII’insieme{x ER/ f(x) # % + kn} .
La funzionegoniometrica y = cotan f(x) € continua nell'insieme{x € R / f(x) # kn}.

La funzionegoniometrica y = arcsin f(x) & continua nell'insiemgx e R / —1< f(x) < 1}.
La funzionegoniometrica y = arccos f(x) € continua nell'insiemgx e R / —1< f(x) < 1}.
La funzionegoniometrica y = arctan f(x) € continuavx € R .

LIMITI DELLE FUNZIONI ELEMENTARI
Il calcolo del limite di una funzione continua, per— x,, risulta particolarmente semplice. Infatti:

[l limite di una funzione continug (x) per x = x, lim f(x) = f(x,)
e uguale al valore della funzione nel punga X Xo

Esempi
lirrzl (5x—3) = f(2)=5-2—-3=7
X—
lirr% (3+4x—5x2+x3) = 34+4-2-5-22+2% = 3+48-20+8 = -1
x—
.’ 2x—x%  2:2-2% -4 )
s 3x—4  3-2-4 2
lim_ V2x—5x2+x3 = 2-(-1)-5-(-1)2+(-1)3 = V=2-5-1 = V=8 = Y(-2)3 = -2
x— =
lim1 Vx—-3 = & perché in —1 la funzione non e definita.
x> —
Lim Vxz+2x+1 = Y32+42-3+1 = Y16 = Y2t = 2
X—
lirré log, x+5) = log,8 = 3 ling log,(1—x) = A
xX— xX—
lim 22%°1 = 22371 = 25 = 32
x—3
lim (5—x)?*% = (5-3)%31% = 22 = 4 lim (1—-x)*2 = 4
x—3 x—3
T
lim sinx = sin-= = 1 lim tanx = tan— = 1
x> 2 Xk 4
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LIMITI DELLE FUNZIONI ELEMENTARI AGLI ESTREMI DELL'INSIEME DI DEFINIZIONE

Il limite di una funzione puo essere ricavato andaiéanalisi del suo grafico.

Funzione potenza

Y =1

Jlis e

lim xP%l = 4oo

lim xPert

lim xd4isrart — oo

= 400 lim x = —o00
X— —00 X— 400 X— —00 X— +0oo
Funzione radice
1 ari N .|'|-.l|:.||-| -
y y ="V y y=""Va
0 X, X,
0 0
. pari . pari . dispari . dispari
lim "Wx =0 lim Vx = 40 lim Vx = —o0 lim Vx =4
x— 07t x— 00 xX— —00 xX— +00

Funzione esponenziale

a1

1 =a=1

lim a* = 0%

X— —00

lim a* = +oo

X— 400

X— —00

lim a* = 4+

lim a* =0%
xX— +00
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Funzione logaritmica

a>1| Ty y = log, x i y y= log, &
0 X .
A=1,0)
0 A= (1,0) X
1]
lim log,x = —oo lim log,x =+ lim log,x = +oo lim log,x = —o0
x— 0% xX— +00 x—- 0t xX— +00
Funzione tangente
| | y Ly =tanx | p
| | | | y
! ! ! ! y = arctan
| i i T L et
i — i 5 0 X,
i ) S 1 0 2 ™ i
] ] ] ] U
| i i N B THZq----- oo e o
lim tanx = —o lim _tanx = 4+ . . T
m\* il lim arctanx = —— lim arctanx = =
x— (7) =13 xX— —00 x— 400 2
Esempi
lim x° = —o lim x® = 4o lim Yx = 4o
X——00 X—>—00 X—+00
2 X
lim (—) =+ lim 5% = 0% lim logsx = —
X—>—00 3 X—>—00 X
Matematica www.mimmocorrado.it 4




ALGEBRA DEI LIMITI

Per effettuare il calcolo dei limiti sono utili @guenti teoremi relativi alle operazioni sui limiti
Questi teoremi sono validi sia nel caso di limér p tendenti a valori finiti, sia pertendenti a valori non finiti.

Teorema 1 - Le funzioni hanno limite finito

lim [f() +9()] = L+m

lim [f&) ~g()] = L-m

Siano f(x) e g(x) definite in un intornol,, — {x,}

lim [f) ()] = L'm

lim f(x) =1
. lim [k-f(x)] = k-1 vk €R
= X—Xgo
lim g(x) = m lim [f(x)]® = 1"  vneN-—{0}
0 X—Xo
con LmeER e xy€RU{too} lim @=i sem=+0
X—=Xg g(x) m
1 1
m — = — sem+0

Teorema 2 - Le funzioni non hanno entrambe limite finito

lim f(x) | lim g(x) lim[f(x)+gXx)]
XX XX xX—Xg
l +0o0 [+ 00 =400
l —00 - | —00=—
+ oo + o0 400 4+ 00 = 400
— 00 —00 —00 — 00 = —00
400 —00 +00 —00 =7
tm £ | lim 92 lim [f(x)-g(x)]
oo oo Secondo la regola dei segn
l 00 = 00 =00
(0] (0] CO 00 = 0O
0 0 0 00 = ?
i i lim 1
e Jip et = ()
Secondo la regola dei segn
l
l (0] _—= O
(0]
l
l 0 - 0= 0
l (0/0]
(0)0) T = OO
0
0 0 —=7?
0
0
00 [o'e] —_=?
(00}
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Esempio 1

Consideriamo i due limiti tendenti allo stesso valfinito 1 :
lim (5x—-3) = 2 e lim (6 —2x) = 4
x-1 x-1

Calcoliamo il limite della somma algebrica delleedunzioni:
lirrll [(5x—3)+ (6 —2x)] = lirrll [5x —3+6—2x] = lirrll [3x+3]=3-1+3=6
xX— xX— xX—

Osserviamo che tale limite € uguale proprio allasa dei due limitil; + [, =2+ 4 =6 .

Esempio 2
Se lirrll (2x—-5)=-3, allora lirrll 4-2x—-5)=4-(-3)=-12.
xX— xX—

Infatti: lim 4-(2x—5) = lim (8x —20) = —12.
x—-1 x-1

Esempio 3
Se lirr%(Zx—S)=—3 e lin}(4+x)=5, allora lin}(Zx—S)-(4+x)=—3-5=—15.
xX— X— X—

Infatti: lirrlz 2x—=5)-(4+x) = lirr% (2x% 4+ 3x —20) = —15.
x— x>

Esempio 4
Se lirr% 2x+1)=3 allora lirrll 2x+1)> = (32 = 9.
x— xX—

Infatti: lirrlz 2x+1)? = lirrlL (4x?+4x+1) = 9.
x— x—

Esempio 5
Se lim (—3x) = —6 li > +
—_ —_ — _— = 0
e lim (=3x ¢ Imgop
Allora il limite del prodott [ lim (—3x) >
ora Il lIimite del proaotto vale: m(—oX) —m— = —

P x—2 (x - 2)2

FORME INDETERMINATE
. . 0

Nella tabella ci sono delle celle senza risultatgo — co =7 0-00=7? i ? g =7

Esse rappresentano defieme indeterminate o di indecisione, perché il risultato dell’opex@ze non é univoco.
A tal proposito consideriamo i seguenti esempi:

Esempio 1
Se lim 2x = 4o e lim —5x = —
x—+00 x—+0o
allora lim [(2x)+ (-5x)]= lim (-3x)=—-
xX—+00 X+
Esempio 2
Se lim 5x = 4+ e lim —3x = —
X—+00 X—>+00
allora lim [(5x)+ (-3x)] = Ilim (2x) =+
x—>+00 x>+
Esempio 3
Se lim (2x+3) = 4+x e lim (1 -2x) = —
x—+00 X400
allora Ilim [QRx+3)+(1-2x)] = lim (4)=4
X—+ 00 X—+00

In questi tre esempi i risultati ottenuti dal caécdel limite della sommat-co — co sono uno diverso dall’altro.
Pertanto non e possibile definire una regola chegite di effettuare il calcola-co — oo in maniera univoca.
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Esempio 4

3 3
Se lim(5x*) =0 lim — = +oo lim — = +oo
x—0 x-0 X x-0 X
I 3
Allora il limite del prodotto: lim(5x*)-— = Ilim(15) = 15
x—0 x4 x—0
I~ 15
Mentre il limite del prodotto: lim(5x%)-— = lim — =+
x50 x6 x>0 x?

In quest’ultimo esempio i risultati ottenuti dalazlo del limite del prodottd - co sono uno diverso dall’altro.
Pertanto non & possibile definire una regola chengtte di effettuare il calcold - .o in maniera univoca.
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IL LIMITE DELLA POTENZA

Teorema — Potenza con esponente un humero reale

Se n € R — {0} e

lim f(x) = l€ER
x—Xg

Esempio 1
Se lim (4x —5)
X2

Esempio 2
Se lim (4x+1)
xX— 2

3

9

allora

allora

lim (4x —5)% = 32
x— 2

lim Y4x+1=3

x— 2

Teorema — Potenza con esponente una funzione

lim f(x)

X—Xo

lim g(x)

X—Xo

+ 00

o0<i<l1

[>1

Nella tabella ci sono tre forme indeterminate:co ¢ = ?

im [fI = 1"

9.
lim [ f(x)]9®
X—X0
400 0 =72
(+00)** = +oo
(+0)> =0
00="7
0+t® =0
07 =400
19=1
1° =7
19=1
[t* =90
™ =4
°=1
I*° = 4o
=0
00="7? 1®° =7
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FORME INDETERMINATE

Nei teoremi precedenti abbiamo osservato che aesist@rie forme indeterminate. Attraverso alcuni negie
esaminiamo come eliminare queste forme di indetearione.

Limite della funzione polinomiale con forma indeterminata4c0 — co = ?

Per calcolare il limite di una funzione polinomiale lim (ayx™ + a;x™ ' +.. .+ a,_1x +a,)

xX— +00

occorre raccogliere la variabile di grado massixfo:

. ) an
= lim x"-(ao +—+=+.. .+ —n)
xX— +00 X X X
. a,  a an
constatare che: lim (—+—2 +...+ —n) =0
xX— +o00 \ X X X
riscrivere il limite nella forma equivalente:
, a,  az an ,
lim x"-(a0+—+—2+...+—n) = lim aypx"
X— +0o X X X X— +oo

Si conclude pertanto che:
Il limite di una funzione polinomiale per x — 400 & dato limite del termine di grado massimo

lim (agx™+ a;x" 1 +. . . +ap,_1x+a,) = lim ayx"
xX— +0o xX— +0o

Il metodo é valido anche per i limiti di funziorémpx — —co .

Esempio 1
lim (x*-3x*4+5) = (+o—0=7?)

xX— +00

Per eliminare la forma indeterminata raccogliameddabile x di grado massimo.

(1 5
lim x -(——3+—) = —©
X— +00 x2 x4
N 1 .5 , 1 5
perche: lim —==0 lim —=0 = lim _2_3_|__4 =3
x— 400 X x> +oX xX— 00 \ X X
mentre liTll x* = +o0. Pertanto per il teorema del prodotto si ha: — 3+ (+) = —o0
X— +00
Esempio 2
lim (x*—4x34+2x+5) = (+0o—0w0=7)

X— +0o
lim (x?—4x3+2x+5) = lm x*- 4 @@ = lim (—4x3)=—.
xX— +00 X— 00 xX— +o
0 0 O
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o0
Limite della funzione razionale fratta con forma indeterminata - = ?

o . . apx"+ax" 1+, . +a, x+a
Per calcolare il limite di una funzione razionalata  lim — L - n-1 n
x>+o boxP + by xP~1+. ..+ by,_1x+b,

occorre raccogliere la variabile di grado massilmmuaneratore e al denominatore:

x"-(ao+%+% .. a—")

li i
= m
X=teo by | by by
xp-<b0+7+ﬁ +...+ Pl
a, a a by b b
constatare che: lim (—1+—2+...+—") =0 e lim (=+=+...+2) =0
x> +o \x o x2 x™ x>+ \ X x? xP
riscrivere il limite nella forma equivalente:
ot (a+ PHE ) gy a”
i b, b by <N by
X=>+o p. 1 2 14 xX=+o Dy
xP (bO +7+F +...+ x—p)

Si conclude pertanto che:

Il limite di una funzione razionale fratta per x — +oco0 & dato dal limite del rapporto dei termini di grado massimo
too se n>p

. ax" +ax" 4. tap g xta, o G x" )0 se n<p
xX— +oo boxp AF blxp_l oo oar bp_lx Ar bp B X— +0o0 bo xP a @ sen=p
by
Il metodo é valido anche per i limiti di funziorémpx — —co .
Esempio 1
5. 2 1

o 3xt o5 21 , x4'(3—;+p—y) o 3% 3 3

e T 5—2x*—3x2 | xste x4_(i_ _i) T A T T 32T T
x4 x2
Esempio 2
5, 2 1
.y 3x* —5x3 +2x—1 .y x4'(3_§+?_ﬁ) .y 3x* , 3x
= = = ———=—
X—!’T-I'-’loo 5 — 2x3 — 3x2 x_s"lloo 3, (i —2_ E) x-}Tm —2x3 x_f?lloo
x3 X
Esempio 3
3 2 1

.y 3x? —5x% +2x -1 y x3'(§_5+ﬁ_ﬁ) _ oy -5x° .y 5 ~ o

X—ETOO 5—2x%*—3x2 - x—EToo 4 (5 3 - x—fToo —2x* x—fr-l{loo 2x
X" —4—2 —ﬁ
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A . . 0
Limite della funzione razionale fratta con forma indeterminata o =N

apx™ + ax" 1+, . .+ ay_1x+a, (0 )
—\o

im -=7?
X Xg boxp + blxp_l + P + bp_lx + bp

Per calcolare il limite di una funzione razionaiatta che si presenta nella forma mdetermmgta ? occorre:

1. scomporre in fattori i due polinomidn il metodo di Ruffini si dividono i due polinopr il binomiox — x,)
2. semplificare il binomiox — x .

Esempio 1
.y 3x? —6x (0_7) _ oy 3x-(x —2) -y 3x 6 3
A% xz—4  \0 - T+ -2 B+ & 2
Esempio 2
. x3-8 0 o (x=2)-(x2+2x+4) == x)(x*+2x+4)
lim = <—=?) = lim = lim =
x>2 4 — x2 0 x>2 (2+4+x)-(2-—x) X2 2+x)-2—-x)
_ oy —x*—-2x—4 12 ]
T x5z 24« - a7
Esempio 3
.y x*—3x*—4 (0_7) 3
x22x*—5x3+8  \0 )
Applicando la regola di Ruffini si ha:
1 0 -3 0 —4 2 -5 0 0 +8

2 +2 +4 42 | t4 2 +4 -2 -4 | -8

1 42 41 42| = 2 -1 -2 4| =
_ (x=2) (P +2x*+x+2) X+ +x+2  224+2-22+24+2 20 c
_x%(x—Z)-(2x3—x2—2x—4)_x%2x3—x2—2x—4 2-23-22-2-2—4 4 7
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(00)
Limite della funzione irrazionale fratta con forma indeterminata - = ?

Esempio 1
Nel caso in cui il limite si presenta nella formaléterminata(:—z = ?) occofrre:
o 14+Vx2+1 +o0
o LEEEL (2
x— +00 X +o00
raccogliere la variabile di grado massimo al nuitoeeae al denominatore:

1+ /x2(1+x—12) 14V 1+—

= lim lim
X— +00 X X— +0o0 X
Portare fuori dal segno di radice il termine appewaolto, ricordando che:
lim (+x)
X— +00
limvx? = lim|x| =
X— 00 X— 00 .
lim (—x)
X— —00
Si ottiene:
1
lim = lim |-+ [1+=| = 1 perche lim —=0 e lim — =0
X— +00 X x>+ | X X xX— +00 X xX— +00 X
Esempio 2

Nel caso in cui il limite si presenta nella formaletermmata(Jr—Z = ?) occofrre:

. 1++3x%2-5 +00
o, LTS _ ey
xX— —00 2x —00

raccogliere la variabile di grado massimo al nurtageae al denominatore:

1+ /xZ(B—%) 1R 3——

= lim = lim =

xX— —00 2x xX— —00 2x
5 5
lim e B_F = lim 1 _ B_F = _\/§
XxX— —00 2x x——-oo | 2% 2 2
.. . . . 0
Limite della funzione irrazionale fratta con forma indeterminata i ?

Esempio 1

Nel caso in cui il limite si presenta nella formaléterminata(% = ?) occofrre:
Vx —2 0

tim = (5=?)

x—4 x2—3x —4 0

moltiplicare e dividere per il fattore che razidmah il numeratore:

V-2  Jx+2 , x —4 0
= lim — = lim = (— = ?)
x>4 x> —3x—4 \/_+2 x>4 (x2 —3x —4) - (Vx + 2) 0
scomporre in fattori il polinomio che da originéadiorma indeterminata:
= : . x—4 . 1 1
4 +4 = um = um = 55
‘ ; " ‘ — =>4 (x—4) - (x+1)-(Vx +2) =4 (x + 1) (Vx + 2) 20
i =
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