LA DERIVATA DI UNA FUNZIONE

Teoria

Il problema della tangente

Uno dei problemi classici che portano al concettdeadivata € quello della determinazione dellaarétingente a una
curva in un punto.

La tangente ad una circonferenza e quella retténtbeseca la circonferenza in un solo pubPito
Questa definizione perd non va bene per tuttedeeciCi sono anche rette che intersecano una @uinwa solo punto,
ma non sono tangenti alla curva (per esempio,d’dedla parabola la interseca solo nel verticenaraé tangente).

FI

La definizione corretta di retta tangente, valiéa foiti i tipi di curve € la seguente:

La retta tangenté a una curva in un punt® e la posizione limite, se esiste, della rettaastrPQ al tendere (sia
da destra sia da sinistra) @ a P.

Tale retta limite non sempre esiste. Si veda iligpasottostante.
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Derivata di una funzione

Data una funzioney = f(x) definita in certo dominida, b], per trovare la retta tangente alla curva inumunto
P (xq,¥0), consideriamo un altro pun@®(x, + h, f(x,+h))) della curva.

Tracciamo la retta secante il grafieQ e la retta tangente al grafico nel purito

Nel triangolo rettangol®QT la tangente dell'angolo acut® € uguale al rapporto fra il cateto opposto ati@o
e il cateto adiacente, cioé:

QT Ay f(xq+h)—f(x) Tale espressione e dettgpporto incrementale
T Ax h della funzionef (x) relativo al puntox, .

tg B =

Ay = f(xo+ h) — f(x,) € dettdncremento della variabile dipendentg .
Ax = (xo +h) —x, = h e dettdncremento della variabile indipendente .

¥

3 a :
/ E” n :E{|'+ !“1
]

Attribuendo ah valori sempre piu piccoli,{ — 0), il puntoQ si avvicina sempre di piu al pun®o
La retta secantBQ tende a diventare la retta tangente alla curya in

Il coefficiente angolare della retta secaPt®, ossia il rapporto incrementale, tende al coedfitgé angolare della
tangente alla curva iP.

Definizione

Data una funzioney = f(x), definita in un intervallda,b], si chiamaderivata della funzione nel punto

Xy € (a,b) e siindica conf’'(xy), il limite, se esiste ed e finito, per— 0, del rapporto incrementale fi{x)

relativo ax,.

In simboli: F(x) = lim flxo + h})l — f(x0)
h -0

Tale limite & da considerarsi siaper h > 0, siaper h <0 .

Una funzioney = f(x) si dicederivabile in un puntax, se esiste finita la derivatfi (x,) . In particolare:
- lafunzionef (x) e definita in un intorno del puntg, ;

- esiste finito il limite del rapporto incrementaliefdx) relativo ax, lim flxo + h})l — f (%)
h -0

Se il limite del rapporto incrementale non esisteinfinito, si dice che la funzionen e derivabile in quel punto.
Se la funzionef (x) €& derivabile in ciascun punto € (a,b) sidice che essa € derivabile nell'intervlig b) .

dy
dx

!

| simboli utilizzati per indicare la derivata diaifunzione sono: f'(x) y D f(x)
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La derivata sinistra e la derivata destra

Poiché la derivata di una funzione e un limitdifiiite del rapporto incrementale), ha senso defitarderivata sinistra
e la derivata destra di una funzione.

Definizione

La derivata destra di una funzione in un purgj@: fle(eo) = lim, flxo + h})l pAC))
h-0

La derivata sinistra di una funzione in un punjce: f_(x9) = lim flxo + h})l — f (%)
h-0"

Significato geometrico della derivata

La derivata di una funzione in un puntp rappresenta doefficiente angolare della retta tangente al grafico della
. . . . . ! _
funzione nel suo punto di ascisga In simboli: f'(x,) = My,

La retta tangente al grafico della funzione nel suo punto di astigs ha equazione:y —y, = m- (x — xg)
dove m = f'(xp) .

\ | i
\ TR

el

B

\
La funzione derivat#’(x), al variare di, fornisce il coefficiente angolare di tutte l&tegangenti alla funziong(x)

Punti stazionari
| punti stazionari sono quei punti in cui la tantgeal grafico della funzione e parallela all'agse

Questo si verifica quando I'equazione della tangendel tipoy = 0x + g, ossia quando il coefficiente angolare
della retta tangente & zero. Ricordando gfiéx,) = me,. si ha la seguentiefinizione.

Definizione

Un punto x = x, di una funzionef(x) € dettopunto stazionario 0 punto a tangente orizzontale f&x,) = 0 .

L

i}

Xo punto di Xo punto di X punto di Xo punto di
MIN RELATIVO MAX RELATIVO FLESSO FLESSO
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Punti di non derivabilita
| punti di non derivabilita sono quei punti in é¢ulimite del rapporto incrementale non esisteiof@ito.
Esaminiamo i diversi tipi di non derivabilita.

Flessi a tangente verticale

Le rette secanti passanti per il puftdendono alla retta verticale= x,, man mano che gli ulteriori punti di
intersezione si avvicinanoR Tutte queste rette secanti hanno coefficientelang sempre dello stesso segno.

f'-(x0) = f'4(x) = +o0
OPPURE
fl-(x) = f'4(x0)

w .
LS \

La funzione f(x) ha nel punto di ascissg un flesso a
tangente verticale se:

I
I
8

fl-(xg) = f'4(xg) =+ fl_(xg) = fl4(xg) =—0

Cuspidi
Le rette secanti passanti per il puftdendono alla retta verticale= x,, man mano che gli ulteriori punti di
intersezione (punto variabik) si avvicinano &. Tutte le rette secanti passanti per il pufita sinistra dP, hanno il
coefficiente angolare dello stesso segno; mentte te rette secanti passanti per il puBtca destra dP, hanno il
coefficiente angolare dello stesso segno ma opogtello delle rette secanti passantioer

flo(xg)) =40 A f'4(xp) = —
La funzione f(x) ha nel punto di ascissg una cuspide se OPPURE

flo(xg) =—00 A Fle(xo) = +0

f’_(x;,)=—oo A f’+(x0)-= s f'-(xg) =+ A fl4(xg) = —0

Matematica www.mimmocorrado.it 4



Punti angolosi
f'_(xo) # f'4+(xo) entrambe finite
OPPURE
f'_(xo) # f'+(xo) unafinita e Ialtra infinita

La funzione f(x) ha nel punto di ascissg un punto
angoloso se:

\ ¥ ty
Fh
.---_
\ r_/
T >
f'_(x9) # f'y(xy) entrambe finite f'_(x9) # f'4+(x0) unafinita e I'altra infinita

La continuita e la derivabilita di una funzione
Teorema
Se f(x) é derivabile nel punte, > f(x) é continua nel punta,

Dimostrazione

f(xo+h)— f(x0) _ f(xo+h)— f(x0)
h h

Dalla identita:

Si ricava;

Flro 1) = flaxg) = LTI ZIEO)

f(xo+h)_f(xo)_h
h

flxo+h) = f(xo)+
Calcoliamo il limite di entrambi i membri:

f(xo‘*‘h)_f(xo)_h]
h

fim o +h) = lim |f(xo) + €y

Per ipotesif (x) & derivabile nel punte, , quindi il limite lim flxo + h})l —f(xo)
h -0

= f'(xo)

h —
T W 2T 41— pag) + £160) 0 = fxo)

Pertanto il limite del Il membro é: }%mz [f(xo) +

Sostituendo nell'espressioig) siha: Lim f(xo +h) = f(xo)

Tale espressione equivale a dire che la funzionfgig e continua nel punta, .
Infatti se poniamax, + h si ha: fim f(xo +h) = xlggof(x) = f(xo) .

Non vale il teorema inverso.
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Le derivate fondamentali

Dimostriamo le formule di derivazione delle funzigriu importanti. Queste formule permettono di otdee le
derivate delle funzioni senza dover calcolaremite del rapport incrementale.

Teorema

La derivata della funzione costante f(x) = k & zero
Dimostrazione

fx+h)—fx) _ 5 k—k i 0 0
h I A U
Questo risultato puo essere ottenuto anche gradiocteninfatti la funzioney = k rappresenta una retta orizzontale e

pertanto la retta tangente ad essa é la rettastasguale essendo orizzontale ha coefficienigolare zero.

fle) = lim

Teorema
La derivata della funzione f(x) =x e f'(x)=1
Dimostrazione

ey - g SR —fC) o xth-x o h
fe == = fm—— = fmy = mr=

Questo risultato puo essere ottenuto anche gradicminfatti la funzioney = x rappresenta la bisettrice del primo e
terzo quadrante. Pertanto la retta tangente addas@tta stessa, la quale ha coefficiente argbla

Teorema

La derivata della funzione f(x) =x* & f'(x) =2x
Dimostrazione

, _ oy fx+h) —f(x) .y (x+h)?—x .y x%+h? +2hx —x?
FO) = fim SN = T = i
~ h?+2hx ~ h-(h+2x) ]
= lim—— = lim ———= = lim (h+2x) = 2x.
h -0 h h -0 h h -0
Teorema
La derivata della funzione f(x) =x3 & f'(x) = 3x?
Dimostrazione
, _ oy fx+h) —fx) .y (x+h)?-x y x%+h®+3hx? +3h%x — x>
flx) = hl_T{(l) h = hl_T((l) — " hl_T((l) . =
~ h3+3hx? +3h%x ~ h-(h®+3x%+ 3hx) , 5 5 5
= lim = lim = lim (h*+3x“+3hx) = 3x°.
h -0 h h -0 h h -0
Teorema

La derivata della funzione f(x) =x™ & f'(x)=n-x™1
con n €N —{0}

Dimostrazione

fx+h)—fx) I x+m)"—x

fe = AT

("t ax T+ apx™?h?+ L 4a,_px?h + a, g x h™) — x™
= jm h -

o ax"h 4 ax™?h?+ L ta,_x?h" +a,_x AL
= jm h -
_ lm he(ax™ P+ apx™ 2 h+ .. tan x?h" 2 +a,_x ™Y

h -0 h

= ’lli_T((l) (ax™ T+ ax™2h+ ... .4a,_,x*h" 2 +a,_1xh™ 1) = a-x"1 = n-x"1,
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Perche nello sviluppo della Potenza di un binomio= (711) =n

_Mmy _nm-1) _ My _ n(n-1)n-2) _ My _ n(n-1)n-2) --- (n—k+1)
Mentre a, = (2) T2 3= (3) - 1-2:3 c e = (k) - k!
Teorema
La derivata della funzione f(x) =x% & f'(x) =ax%!
con a€ER e x>0
Caso particolare
La derivata della funzione f(x) =3x & f'(x)= %
Dimostrazione
1 1 1 _1 1 1
flx) = ¥x = x2 = flx)==x2"" =-x"2 = — = —.
2 2 222 2\/x
X
Teorema
La derivata della funzione f(x) =Ilnx & f'(x)= i Vx €ER
Dimostrazione
log X+h
. fF(x+h)—-f(x . loge(x+h)—loge x ) e
£1(x) =lim ( )—f(x) — lim el h) 9eX _ lim _
h-0 h-0 h-0
1
1 x+h Xx+h\n . h\n h 1 X
= lim —loge—— = lim | loge N = im loge| 1+— h ponendo—== — h=—
h X X X X t t
h-0 h-0 h-0
1
1 ALES !
= =Ilim Ioge(1+IjX = lim loge (1+¥j =logeeX ==
X
t-o0 to oo
Teorema
La derivata della funzione f(x) =log,x & f'(x)= - llna Vx €ER

Dimostrazione

I
Essendolog, X = DX _ b logex =D 1 [doge X = ! [Dloge X= 1 Bl— -1 [log, €
loge @ logea loge @ logea X X
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Teorema
La derivata della funzione f(x) =e* & f'(x) =e*
Dimostrazione

f (x +h)—f (x) X th _gX X " - «eh-1

f1(x) = lim =lim & "% =jim &£ 7% —jme
h h

Teorema

La derivata della funzione f(x) =a* & f® =a*-lna
Dimostrazione

oo fGAR =) ah—af o af(ah-1)
G = fim ——— = im T = m 5T = v
h
-1
perche ’llirr(l) 2 =lnx
Teorema

La derivata della funzione f(x) =sinx & f'(x) =cosx
Dimostrazione

. f(x+h)—-f(x . senk +h)—senx . + -
£1(%) = lim ( )—F(x) _ im & +h) — lim senx[cosh cohsx[senh senx _
h-0 h-0 h-0
. nx [ h-1)+cosx[senh . h-1 nh .
= lim € (COS h) cosxisem _ lim {sem@cosT+cosx%} =cos x poichélim se:h =1
o lim cosh -1: im cos® h-1 — iim ~serf h — lim _senh C senh :—1£:O
hfcosh +1) h{cosh +1) h cosh+l ~ 2
h-0 h-0 h-0 h-0
Teorema
La derivata della funzione f(x) =cosx & f'(x)=—sinx
Dimostrazione
. f(x+h)—-f(x . cos(x +h)—-cosx - -
£1(%) = lim ( )—f (X) — lim ( ) - cosx [cosh —senx [senh —cosx _
h h h
h-0 h-0 h-0
~im cosx [(cosh -2—senx[senh ~im [cosx ﬁoshh'l—senx sehnh} ~ senx
h-0 h-0
Teorema
La derivata della funzione f(x) =tanx & f'(x)= Coslz " Vx # g + kmt
Dimostrazione
bigx =D SENX = cosx [cosx - (-senx)lsenx _ cos? x+ser’ x _ 1
cosx cos?x cos?x cox
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TEOREMI SULLE DERIVATE

Derivata della somma
D[f)+g]=f0) + g'(
Dimostrazione

Dlf(x)+ax)] = h,,mo[f(x+h)+g(x+:)]-[f(x)+g(x)] _ ’!imo[f(x+h)-f(X)];[g(Hh)-g(X)] _

g SFR)=F0) L g(x+h)=g(x)
h-o0 h h-0 h

= fl(x) +d'(x)

Derivata del prodotto
D [f() Og(x)] = f' )BX) + f(x)EB' ()
Dimostrazione

D[f(x)@(x)]:,!imo[f(x+h)[g(x+h)]—[f(x)[g(x)] _

h

— lim flx+h)lg(x+h)=f(x)lg(x)+f(x+h)lg(x)-f(x+h)lg(x) _
h-o0 h

aggiungendo e sottraendo  f(x+h)[lg(x)

= im TR g (x+h) =g (x)]+a(x)1[f (x+h) = f (x)] _
h-0 h

= lim f (x-+h) (X”’;‘g x) i g(x) (“h,j‘f M) = fo0w 0+ £ x0@ix)

Derivata del prodotto di una costante per una funzione
D[kmX]= kd' X
Dimostrazione

DIk F(x)] = kUf(x+h)=klf(x) _ . kUf(x+h)=klf(x) _ . f(x+h)-f(x)

kO———————~ = k X
h h—>0 h h-0 h Ef()

Derivata del quoziente

D{ f) }: O g(x) ~F(x) ' (x)

9(x) [9(x)]?
Dimostrazione
f(x+h) _f(x) f(x+h)lg(x)=-g(x+h)[f(x)
DMz lim glx+h) _g(x) _ lim g(x+h)(g(x) = aggiungendo e sottraendo  f(x)lg(x)
g(x) x-o0 h x>0 h
_ jim L (x*h)la(x)= f(x)lg(x) =g(x+h)Lf(x)* f(x)lg(x) _
x-0h g(x+h)lg(x)
- 1 (x+h)=f(x) _ g(x+h)=g(x)| _
_xi"og(x+h)@(x)[g(x)zf h T, }
1 oy ol = 9 F (x) - F(x) 5 (x)
()@( )[g( )T (x) f(X)@(X)] lo(oF .
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Derivata del reciproco di una funzione
1 __ f'(x)
f(x) [f (x)]?

Dimostrazione

D

1
Applicando la derivata del quoziente di due funggta: D

0-fx)—1-f'(x)

Derivata della funzione composta
Dg[f ()] = g'[fe]d' (x)

Esempio D Insenx =

[tosx = cctg X.
ser x

Derivata della funzione inversa

D f(x) = ,i povE g(y)=f"(y)
g (y)

Esempio

0

[f ()17

R Tt
SIA y =arcsen X.LA FUNZIONE INVERSAE X =seny DEFINITAIN |:—E

1 1 1 1

D arcsen x = = = =

NS

E

f'(x)
[f ()2

Matematica www.mimmocorrado.it

10



TABELLA DELLE PRINCIPALI REGOLE DI DERIVAZIONE

Df(x)

Dg[fM)] = g'[fx]d" )

D COSTANTE = 0

Dx"=nx"?

DIf (] "=n[f (] ™ f'(x)

pi=-1 1 __t'(x)
X 00 [t
1 |
D WUy = E (x) = f(x)
VX" PV o
DYxP =P TG _ PO
nyx"P Pl nm{f x)"P
DJx=—t b o=t ¥
2Vx 2.Jf(x)

D sen x = cos X

D sen f (x) =(x) - cos f (x)

D cos x == sen x

Dcosf(x)=f'(x)-senf(x)

|
Dtgx= 2 =1 +1tg®x Dtgf(x):&
CO<“ X coszf(x)
__ _ s ' (%)
D cotg x = =—(1 + cotg™ x) Dcotgf(x) =—————
ser< x senzf(x)
1 |
DIogaX =_|ogae = — i
X x doge a Dlogax f (x) doge a
1 |
D logex =; D logef (X) =f ()
f(x)

Da*=a [loge a

Da'®=a"%.logea.f'(x)

De*=¢ De®=f'(x).e'™
|
D arcsen x = . D arcsen f (x) = f (x)
X V- (012
|
D arccos x = > D arccos f (x) = f ()
1=x V1912
|
D arctg x =1+ 5 D arctg f () __ 5
X 1+[f(x)]
|
D arccotg x == 5 D arccotg X S Y
1+x L4F (x)]?

D x*=x". (1+logex)

D[f (0] 9% = [ ()] 9¥ Eﬁg' ) ogef )+ 3% ! (x)}

f(x)

Matematica

www.mimmocorrado.it 11




