LA DERIVATA DI UNA FUNZIONE

Esempi

Esempio 1

Calcola il rapporto incrementale della funziope= f(x) = 3x? — 4x + 5 relativo al suo puntcP di ascissa-2 e a
un generico incrementéa .

Soluzione

Il rapporto incrementale della funzione= f(x) e:

By _ fGo+ —fO) _ f(-24R)-f(=2) _

Ax h h
_B-(=2+hn)?—-4-(-2+h)+5] - [3-(=2)? —4-(-2) +5]
h

[3:(4+h?>—4h)+8—4h+5]—[3:4+8+5]

= - =
12+3h? —12h+8—4h +5— 25

= - =
3h% — 16h

= —0-=
h(3h — 16)

= —0-=

= 3h-16.

L’espressione trovata rappresenta, al variarg dicoefficiente angolare di una generica retteas¢e passante per il
punto P .

Esempio 2

Calcola la derivata della funziong = f(x) = 3x? — 4x + 5 nel suo puntaP di ascissa-2 .
Soluzione

Il rapporto incrementale della funzione= f(x) é:

by _ floth)—flxo) _ fC2+R)—f(=2) _

Ax h h
_B-(=2+n)?—-4-(-2+h)+5] - [3-(=2)? —4-(-2) +5]
h

[3:(4+h?>—4h)+8—4h+5]—[3:4+8+5]

= - =
12 +3h?> —12h +8 —4h +5—25

= - =
3h% — 16h

=—-=
h(3h — 16)

= ——-=

= 3h—-16.

La derivata della funziong = f(x) nel suo puntaP di ascissa-2 é:

f(xo +h) = f(x0) _
h

f'(=2)= ’lll_rz(l) ’lll_rz(l) (3h—16) = —16 .
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Esempio 3

Calcola la derivata della funziong = f(x) = 3x? — 4x + 5 in un generico punt® di ascissa .
Soluzione

Il rapporto incrementale della funzione= f(x) eé:

By _ fGAm—f@) _ fEHm - fG) _

Ax h h

[B-(x+h)?—4-(x+h)+5]— _

= - =
[3-(x? + h? + 2hx) — 4x —4h + 5] — [3x% — 4x + 5]

= - =
3x2+3h®+ 6hx —4x —4h+5—-3x*>+4x -5

= - =
3h? + 6hx — 4h

= - =

_ h(Bh+6x—-4)

= - =

= 3h+6x—4.

La derivata della funziong = f(x) e:

fa+h) - f)
) _

f(x)=rlll_r)r(z) rlll_rz‘(L)(Sh+6x—4)=6x—4.
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Esempio 4
Determina la derivata destra e sinistra della fumgiy = f(x) = |x? — 4x| nel suo puntaP di ascissa .
Soluzione
La funzione puo essere esplicitata nella forma:
+(x? — 4x) se x2—4x=0 . +x2—4x se x<0 V x>4
x) = x2—4x={ cioé: x ={ = =
fe) =1 | —(x% — 4x) se x2—4x<0 f&) —x%2+4x se 0<x<4

Da questa espressione si osserva che a sinistrdestia del punte, = 4 la funzione ha due diverse espressioni
analitiche. \

Pertanto calcolando le derivate, destra e sinisti@ttiene:

fU+m)—f@) _

fro(4) = lim

—(4+h)*+4-(4+h)—[-4*+4-4]

h

lim
h -0

—16—h?—-8h+16+4h—0

h

lim
h -0

—h? —

lim

h
4h

h -0

h

h -0

h-(~h—4)
0

}lll_r)r(z) (—h—4)=-4

fU+m)—f@) _

f1,(4) = lim

h

- (4+h)?—4-(4+h)—[42-4-4]
lim

h -0 h
16+ h*+8h—16—4h—0
= lim =
h -0 h
~ h%+4h . h-(h+4)
= lim = lim ————
h -0 h h -0 h

}lll_r)r(z) (h+4)=+4

Avendo ottenuto:f’_(4) # ', (4) = la funzione non & derivabile nel puntg = 4 .

La funzione non e derivabile nemmeno nel puggo= 0 .
Infatti:

fO+h)—f(0) h? —4-h—[0%—-4-0]

f1_(0) = lim

h h -0 h

~ h?—4h  h-(h—4) ,
= lim = lim—= = Ilim(h—-4)=—-4.

h -0 h -0 h h -0
Mentre:
, . f(0+h)—-f0O) —h®>+4-h—[-0%+4-0] B
f,(0) = lim : = lim - -
. DED i (bt 4) = 44

e T

Avendo ottenuto:f’_(0) # f' (0) =

la funzione non e derivabile nel puntg = 0 .
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Esempio 5

Determina I'equazione della retta tangente allavawti equazioney = f(x) = %xz —x—4 nel suo puntoP di

asciss& . T,
Soluzione 2
La retta tangentet al grafico della funziong(x) nel 1

suo punto di ascissg ha equazione:
y=Yo=m-(x—xp)

dove m=f'(xo) € yo=f(x).
g g SR = f)
m=f'(x)= ’lll_T)r(l) N =

o f@ER - F@)
m =

h -0 h
T@AME -+ —4— (322 -2-4)
= lim =
h -0 h
%(4+h2+4h)—2—h—4—(2—2—4)
h -0 h
2+%h2+2h—2—h—4+4
h -0 h
Th?+2h—h TRt h he(3h+1) 1
= limé—— = lim = lim ——72 = lim(—h+1) = 1.
h =0 h h =0 h h -0 h n—oo \2

Mentre y, = f(2) = %-22—2—4=—4 :
La retta tangente richiesta ha equazione:
Yy—Yo=m"(x—xp) ;
y—-(9=1-(x-2);

y+4=x-2;

y=x—6.
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Esempio 6

Determina I'equazione della retta tangente allav&uti equazioney = f(x) = 3x?> —4x +5 nel suo puntoP di
ascissa-2 .

Soluzione

La retta tangente al grafico della funziong(x) nel suo punto di ascissg ha equazione:y —y, = m- (x — x,)
dove m=f'(xs) € yo=f(xo)-.

Rifacendo i calcoli del’'esempi® si ottiene:

von g fe+th)—fx) _
f(x)—rlll_r)r(z) A = rlll_rz‘(L)(Sh+6x—4)—6x—4.

Pertantom = f'(-2) = 6-(-2)—4 = —16.

Mentre y, = f(-2) = 3(-2)2—4(-2)+5 = 12+8+5=25 .
La retta tangente richiesta ha equazione:

y—Yo=m-(x—xo) ;

y—25=-16-(x—(-2)) ;

y—25=—-16x—32 ;

y=—-16x—-7 ;
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Esempi
Calcola le derivate delle seguenti funzioni utidimdo le formule delle derivate fondamentali:

La derivata di una costante e zero.

D3=0 D=0
3

De=0 D—=0
2

D5 =0 D 315=0

Laderivata D x™ = n-x"1

1
Dx3 = 3x? D==Dx'=-1-xt1=-1:x2 ==
X
1 1 1 1 _1 1 1 1 5
D¥x=DxZ = —-x2'=2-.xz= = Dy 5= _E.y51o _ 2
2 2 Zx% 2\/} st D x 5 X x6
1 1 1 1 _2 1 1 3
D%:D_XG = —+x3 1: —'Xx 3 = = _ -3 — _2.,4—3-1 I
3 3 3x§ 33\/F Dx3 D x 3x x4
3 3 3_ 3 _4 3 3 3 3 8
D7x3=Dx7:—-x71:—-x 7 = 7= = 1)51 =Dx_§:—E x_g_l_—E X 5= — 53
7 7 7.5 1-Vxt T34 53x®
Dx™ = m-x™1 Dx¢ = e-x¢1
DxV5+3 = (/543)-2V5+3-1 = (543)-xV5+2  Dx**! = (e+1) -2l = (e+1)-x°
1
D3 5 D ( %)E D % 2 %_1 2 _% 2 2
X = X = X = — X = —X = — 13 = —
15 15 15 - 513 15 - }/%13
V3 3 4 3_4 21-20 i1 1, 1 3 1
D - =D <x5 x7) =D (xs 7 ) =D (x 35 ) = Dx35 = —-x35 = —:+x 35 = ==
x* 35 35 35 . 3/x3%
x2 4 4 10 10 10 10 3 10
D7 = <x2 :x?) :D(x2_7> = Dx 7 :—-x7_1: —-x7 = —7x3
x4 7 7 7
4 18 18 11
D x?-Yx* = D x?-x7 = X7 = E-967_1 = E-x7 = E7xll
7 7 7
Laderivata Da* = a*-lna
D3*=3%-In3 D7*=7*-In7
D(3)x—<3)x In> D0.5% = 05% - 05_<1)x In
5) =3 n2 S5*¥=0. n0.5 = > n2
D(\/§)x=(\/§)x-ln\/§ Dn*=n*-Inm
1 1> I 1 1> 1 1
La derivata D log, x = ~ina
Dl = . Dl = L
093 * = x'In3 097 % = x-In7
Dl 1 Dl
0 X= ————— =
935 x-Ini5 09X = i nm
Matematica www.mimmocorrado.it 6



