MATRICI

Definizione
Una matrice r X ¢ e una tabella di numeri (o espressioni letterali) disposti su 1 righe e su ¢ colonne.
Esempi

Matrice 2 x 2 (2 righe x 2 colonne) | Matrice 2 x3 (2 righe x 3 colonne) = Matrice 3 x 3 (3 righe x 3 colonne)

k 3 4
2 3 2 3 4
a=| B=| C=[3 2k 8]
1 5 1 5 6 1 5 6
Un generico elemento di una matrice & indicato con il simbolo a ;. .
Esempio
Nella matrice B dell’esempio precedente si ha: a1, = 2 a;, =3 ai3=4 a,;1=1 a,,=>5.
Definizioni

Una matrice formata da una sola colonna e detta matrice colonna.

Una matrice formata da una sola riga e detta matrice riga.

Una matrice i cui elementi sono tutti nulli € detta matrice nulla.

Una matrice avente lo stesso numero di righe e di colonne e detta matrice quadrata. |l numero comune di righe e
colonne ¢ detto ordine della matrice.

In una matrice quadrata la diagonale principale & 'insieme degli elementi: a{1, az, , aszs,..

Una matrice quadrata avente tutti gli elementi della diagonale principale uguali a 1 e tutti gli altri uguali a zero & detta
matrice identica o matrice unita.

Esempi
Matrice nulla Matrice identica Matrice colonna Matrice riga
1 0 0 5
D=[8 8 E=0 1 0] F= 3] G=[3 5 1]
0 0 1 2
Definizione

La matrice trasposta di una matrice A e la matrice che si ottiene scambiando le righe con le colonne della matrice A.

Una matrice si dice simmetrica se coincide con la sua trasposta.

Esempi
Matrice A Matrice trasposta Matrice simmetrica
2 3 4 2 3 1 2 3 4
A=13 7 8 AT =3 7 5 A=1|3 7 5
1 5 6 4 8 6 4 5 6
Operazioni

Addizione di due matrici

Date due matrici A e B di uguali dimensioni r X ¢, la matrice somma A + B & la matrice che ha come elementi
le somme degli elementi di uguale posto.

Esempio

2 3 4 1 —4 2 24+1 3—4 442 3 -1 6
[3 6 8| + |2 7 3] = 134+2 6+7 8+3| = [5 13 11]
1 5 6 7 =9 1 1+7 5-9 6+1 8 —4 7
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Sottrazione di due matrici

Date due matrici A e B di uguali dimensioni r X ¢, la matrice differenza A — B & la matrice che ha come elementi
le differenze degli elementi di uguale posto.

Esempio

2 3 4 1 -4 2 2-1 3—-(—-4) 4-2 1 7 2
[3 6 8]— [2 7 3] = [3—2 6—7 8—3] = [1 -1 5]

1 5 6 7 =9 1 1-7 5—-(-9) 6-1 -6 14 5

Moltiplicazione di una matrice per un numero reale

Data una matrice A e un numero reale k, la matrice prodotto k-A & la matrice ottenuta moltiplicando ciascun
elemento della matrice per il numero reale k .

Esempio

2 3 4 22 2:3 2-4 4 6 8
2-[1 -2 7] = [2-1 2-(=2) 2-7] = [2 —4 14]

8 5 9 2-8 2-5 2:9 16 10 18

Moltiplicazione di due matrici

Data una matrice A di dimensione a X b e una matrice B di dimensione b X c, la matrice prodotto & la matrice A X B
di dimensione a X c, il cui generico elemento a ; ; si ottiene moltiplicando ciascun elemento della riga i della matrice
A per I'elemento di uguale posto della colonna k della matrice B e sommando i prodotti ottenuti.

Esempio

12y [ 7 8] _ [1-7+2-9+3-(—2) 1-8+2-(—1)+3-(—3)] [

45 6l |0 T3] T la745946-(-2) 4-8+5-(-D+6-(-3)] T le1 9

Determinante di una matrice quadrata di ordine 2

. . . i1 Q12
Data una matrice quadrata A di ordine 2 : A=
az1 Q22

Il determinante della matrice A € ilnumeroreale det A=a,1-a,,—az1-aq>

Esempio
4 3]

Data la matrice A = [2 s

43]

5 5] = 4-5-2-3 = 20—-6 = 14.

il determinante della matrice A é det [

Nota

4 3

Le seguenti scritture sono equivalenti: detA = |A] = det [g g 5 5
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Determinante di una matrice quadrata di ordine 3

A1 A2 0433
az1 a3z 0aszs

Data una matrice quadrata A di ordine 3 : A=

11 Q4i2 a13]

Il determinante della matrice A é il numero reale

det A=aq11°A23°A33+A12°A3° 031+ A1 A32°A13 — Q37 Ay Aq3—Aq1 A3 A3 —A33°Aq3 Ay

Regola di Sarrus

Per ricordare tale formula & conveniente utilizzare il seguente procedimento, denominato regola di Sarrus:
1. siricopiano le prime due colonne a destra della matrice

2. siesegue la differenza fra la somma dei prodotti delle tre diagonali discendenti e la somma delle tre diagonali

ascendenti
Esempio
1 2 3
Data la matrice quadrata A di ordine 3 : A=14 5 6
7 8 9

siha: A=

12 1 2
4 5
77 87917 8

Al = (1-59426-7+3:4:8)—(7-5-3+8-6-1+9-4-2) = (45+84+96) — (105+48+72) = 0
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Complemento algebrico

Data una matrice A, un elementoa .. &:
- diclasse pari se T+ ¢ € un numero pari;
- diclasse dispari se r+ ¢ € un numero dispari;

Il complemento algebrico di un elemento a,. . di una matrice A di ordine 3 & il determinante della matrice di ordine 2
ottenuta da A sopprimendo la riga e la colonna cui 'elemento appartiene, preceduto dal segno + o dal segno — a
seconda che a sia di classe pari o dispari.

Data una matrice quadrata A : A=|G21 Az Qajzs
31 Q32 Qag33
. , . . . . . Az1 Q22
Il complemento algebrico dell’elemento di classe pari @, 3 € il determinante della matrice A3 = +|, a .
31 32
[A1j1 Q12 G13
Data una matrice quadrata A : A=
. , . . . . . . @12 Q13
Il complemento algebrico dell’elemento di classe dispari a ; ; € il determinante della matrice A, = — |, a .
32 33

Metodo di Laplace

Il determinante di una matrice & uguale alla somma dei prodotti degli elementi di una qualunque riga (o colonna) per
i rispettivi complementi algebrici.

Esempio
1 2 3]
Data la matrice quadrata A di ordine 3 : A=14 5 6
7 8 9
Scegliendo la prima riga, si ha:
1 2 3
|Al=14 5 6] = ayi1-Aj1+a7A1,ta13°413 =
7 8 9

5 6 4 6 4 5
1'|8 9|_2'|7 9|+3'|7 8| -
= 1-(45-48)—-2-(36—42)+3-(32-35) =
1:(=3) =2+ (~=6)+3(-3) =
= —-3412-9 = 0.
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Matrice inversa

Una matrice quadrata 4 si dice invertibile se esiste una matrice quadrata A~ dello stesso ordine, detta matrice
inversadi A, taleche A-A™1 = A71-4 = I, essendo I la matrice unita.

Teorema

Una matrice 4 di ordine n € invertibile se e solo se il suo determinante e diverso da zero.

1
det (4)
elementi sono i complementi algebrici degli elementi della matrice A.

La matrice inversa della matrice A & la matrice A~ = -CT dove CT é la Trasposta della matrice C, i cui

Esempio 1
2 -1
3 +1

Verifichiamo innanzitutto che & invertibile, calcolando il suo determinante.

Determiniamo la matrice inversa della matrice 4 = [

det (A) = |2 _1| = 243 =5 %0 = lamatrice &invertibile.
3 +1

Calcoliamo i complementi algebrici della matrice A.
Ay = (D" (+1) = +1 Ay = (1'% (+3) = -3
Ay = (D (D) = +1 Ay = (=1)**2- (4+2) = +2

. . I
La matriceCe: C = [1 +2]

. . r_[1 1

La trasposta della matriceC ¢: C' = 3 2

Pertanto la matrice inversa della matrice 4 é:

1 11 1 5
-1 — T — — =
4 det (A) ¢ 5 [—3 2]

w
ull N Ul =

Verifica
Verifichiamo che: A-A™1 = A71-A = I.

N IR RERE I S
R I G R A = i
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Esempio 2

31 1
Determiniamo la matrice inversa della matrice A =|0 3 1]
1 0 3
Verifichiamo innanzitutto che € invertibile, calcolando il suo determinante.
31 113 1
det(A)=10 3 1] 0 3 =274+1+0—-B+0+0)=25+#0 = lamatrice e invertibile.
1 0 311 O
Calcoliamo i complementi algebrici della matrice A.
v+l ]33 1) _ __1yi+2.]0 1) _ _ ¢ _1yi+3.]0 3] _ _
A= (D] o] =9 A= (2| o=+ A= (D] =3
_oye |11 _ 12423 1) _ _ 243 |3 1) _
A= ()| o= -3 Ay = (2| S| =8 Ay = (D] [ =+1
oy |11 _ 323 1 _ _ _ 1333 1 _
Az = (-1) |3 1|_ 2 Azz = (=1 |0 1|_ 3 Azz = (-1) |0 3|_9
+9 +1 -3
La matriceCe: C= |-3 +8 +1
-2 -3 49
+9 -3 -2
La trasposta della matriceC ¢: CT = |+1 +8 -3
-3 +1 49
Pertanto la matrice inversa della matrice 4 e:
N 9 3 27
. 19 _3 _2 215 285 235
At = T = —[+1 48 -3| = |[+== +—= —=—
det (A) 25 | 25 25 25
3 +1 49
3 N 1 +9
L 25 25 25

Matematica www.mimmocorrado.it



Esempio 3

1 -2 3
Determiniamo la matrice inversa della matrice A =0 -1 2]
0O 1 o0
Verifichiamo innanzitutto che € invertibile, calcolando il suo determinante.
1 -2 3|1 -2
det(A)=10 -1 2/ 0 +2 =04+404+40—-(0+24+0)=-2#0
0 1 o0l0 O
Calcoliamo i complementi algebrici della matrice A.
_ v+t |1 2__ __1+2,02_
__2+1_—23_ __2+2_13_
g = (P70 | =43 Ay = (12| | =0
_ 341|723 _ _ 32 |1 3| _ _
A = (D) |—1 2|_ 1 As2 = (=1) |0 2|_ 2
-2 0 0
La matriceCeé: C= 1|3 0o -1
-1 -2 -1
-2 3 -1
La trasposta della matriceC ¢: CT = | 0 0 -2
0o -1 -1

Pertanto la matrice inversa della matrice 4 é:

[1 3 1

PR A T ‘%]-Io o’
det(A) —2 0 _1 _1 | 1 1|

° 5 3

= la matrice e invertibile.

Az = (=3 |8 _11| =0
Apz = (-1)?*3- |(1) _12| =-1
Agz = (=1)°7%- |(1) jzl =-1
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