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EEqquuaazziioonnii  lleetttteerraallii  ffrraattttee  ddii  IIII°°  ggrraaddoo  
 

Un’equazione letterale fratta è un’equazione fratta che contiene, oltre la lettera che rappresenta l’incognita 
dell’equazione, altre lettere, dette parametri, che rappresentano numeri ben determinati, cioè aventi 
valore costante ma non indicato. 

La risoluzione di un’equazione letterale fratta, detta discussione, consiste nel determinare come variano le 
sue soluzioni al variare dei valori assunti dai parametri che in essa compaiono.  

 

Per risolvere un’equazione letterale fratta occorre: 

1. Scomporre in fattori i denominatori e calcolare il m.c.m. 

2. Determinare le ccoonnddiizziioonnii  ddii  eessiisstteennzzaa, cioè quei valori dei ppaarraammeettrrii che fanno perdere di significato 
l’equazione (per tali valori non ha senso risolvere l’equazione) 

3. Determinare le ccoonnddiizziioonnii  ddii  aacccceettttaabbiilliittàà delle iinnccooggnniittee. Tali condizioni sono utilizzate nella fase 
finale della discussione per stabilire l’accettabilità delle soluzioni trovate. 

4. Ridurre l’equazione a forma normale e studiare i vari casi:  

equazione che si riduce a I° grado 
equazione completa con ∆> 0 
equazione completa con ∆= 0  
equazione completa con ∆< 0 

5. Discutere le soluzioni trovate confrontandole con le condizioni di accettabilità delle incognite (punto3) 

6. Effettuare il riepilogo finale. 
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Esercizio 270.428  
𝑎 + 2

𝑥ଶ − 𝑥 + 𝑎𝑥 − 𝑎
+

1

𝑥 − 1
= 2                

Soluzione 

𝑎 + 2

𝑥(𝑥 − 1) + 𝑎(𝑥 − 1)
+

1

𝑥 − 1
= 2  ;                                            𝐶. 𝐸. ∶   𝑥 ≠ 1   ∧     𝑥 ≠ −𝑎    

𝑎 + 2

(𝑥 − 1)(𝑥 + 𝑎)
+

1

𝑥 − 1
= 2  ;                                                       𝑚. 𝑐. 𝑚. = (𝑥 − 1)(𝑥 + 𝑎) 

𝑎 + 2 + 1 ∙ (𝑥 + 𝑎) = 2 ∙ (𝑥 − 1)(𝑥 + 𝑎)  ; 

𝑎 + 2 + 𝑥 + 𝑎 = 2 ∙ (𝑥ଶ − 𝑥 + 𝑎𝑥 − 𝑎)  ;                                   𝑎 + 2 + 𝑥 + 𝑎 = 2𝑥ଶ − 2𝑥 + 2𝑎𝑥 − 2𝑎  ; 

𝑎 + 2 + 𝑥 + 𝑎 − 2𝑥ଶ + 2𝑥 − 2𝑎𝑥 + 2𝑎 = 0  ;                         −2𝑥ଶ + (1 + 2 − 2𝑎)𝑥 + 4𝑎 + 2 = 0  ; 

2𝑥ଶ + (2𝑎 − 3)𝑥 − 4𝑎 − 2 = 0  ;                                                 𝐴 = 2 ;       𝐵 = 2𝑎 − 3 ;        𝐶 = −4𝑎 − 2 

Essendo  𝐴 = 2 , l’equazione non è mai di I grado. 

∆  =   𝐵ଶ − 4 ∙ 𝐴 ∙ 𝐶  =   (2𝑎 − 3 )ଶ − 4 ∙ 2 ∙ (−4𝑎 − 2)   =   4𝑎ଶ + 9 − 12𝑎 + 32𝑎 + 16  = 

    =   4𝑎ଶ + 20𝑎 + 25  =   (2𝑎 + 5)ଶ . 

∆ < 0 ;       (2𝑎 + 5)ଶ < 0       ∄ 𝑎 ∈ 𝑅 . 

∆= 0 ;       (2𝑎 + 5)ଶ = 0 ;         𝑎 = −
5

2
         ⇒     𝑥ଵ,ଶ =  

−𝐵 ∓ √∆

2 ∙ 𝐴
=  

−(2𝑎 − 3 ) ∓ √0

2 ∙ 2
 =   

− ቀ2 ∙ ቀ−
5
2ቁ − 3 ቁ

4
 

=  
−(−5 − 3 )

4
 =  

8

4
= 2  . 

∆> 0 ;       (2𝑎 + 5)ଶ > 0 ;       ∀ 𝑎 ≠ −
5

2
          ⇒          𝑥ଵ,ଶ =  

−𝐵 ∓ √∆

2 ∙ 𝐴
=  

−(2𝑎 − 3 ) ∓ ඥ(2𝑎 + 5)ଶ

2 ∙ 2
=  

=  
−(2𝑎 − 3 ) ∓ (2𝑎 + 5)

4
 =  

𝑥ଵ =
−2𝑎 + 3 − 2𝑎 − 5

4
=

−4𝑎 − 2

4
= −𝑎 −

1

2

𝑥ଶ =
−2𝑎 + 3 + 2𝑎 + 5

4
 =  

8

4
 =  2                     

 

Tali soluzioni sono accettabili se verificano le condizioni di accettabilità   𝑥 ≠ 1   ∧     𝑥 ≠ −𝑎    

𝑥ଵ ≠ 1 ;              −𝑎 −
1

2
≠ 1 ;                −𝑎 ≠ 1 +

1

2
 ;                  𝑎 ≠ −

3

2
  . 

𝑥ଶ ≠ 1 ;                2 ≠ 1 ;                    ∀𝑎 ∈ 𝑅  . 

𝑥ଵ ≠ −𝑎 ;           −𝑎 −
1

2
≠ −𝑎 ;                 −

1

2
≠ 0 ;                 ∀𝑎 ∈ 𝑅  . 

𝑥ଶ ≠ −𝑎 ;            2 ≠ −𝑎 ;                 𝑎 ≠ −2  . 

 

𝑆𝑒 𝑎 = −
3

2
     

𝑥ଵ = −𝑎 −
1

2
= − ൬−

3

2
൰ −

1

2
=

3

2
−

1

2
=

2

2
= 1         𝑛𝑜𝑛 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑡𝑡𝑎𝑏𝑖𝑙𝑒                         

𝑥ଶ = 2                                                                                      𝑎𝑐𝑐𝑒𝑡𝑡𝑎𝑏𝑖𝑙𝑒                               
 

 

𝑆𝑒 𝑎 = −2     
𝑥ଵ = −𝑎 −

1

2
= −(−2) −

1

2
= 2 −

1

2
=

3

2
         𝑎𝑐𝑐𝑒𝑡𝑡𝑎𝑏𝑖𝑙𝑒                         

𝑥ଶ = 2                                                                       𝑛𝑜𝑛 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑡𝑡𝑎𝑏𝑖𝑙𝑒                  
 

𝑥ଶ = 2 𝑛𝑜𝑛 è 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑡𝑡𝑎𝑏𝑖𝑙𝑒 𝑝𝑒𝑟𝑐ℎè  (𝑝𝑒𝑟 𝑙𝑒 𝐶. 𝐸. ) 𝑑𝑒𝑣𝑒 𝑒𝑠𝑠𝑒𝑟𝑒  𝑥 ≠ −𝑎   (𝑚𝑎 𝑎 = −2)  𝑐𝑖𝑜è  𝑥 ≠ 2  . 
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Riepilogando: 

PPaarraammeettrroo  TTiippoo  ddii  EEqquuaazziioonnee  SSoolluuzziioonnii  

∄ 𝑎 ∈ 𝑅 Equazione di I° grado - 

∄ 𝑎 ∈ 𝑅 Equazione Completa con  ∆ < 0 - 

𝑎 = −
5

2
 Equazione Completa con  ∆ = 0 𝑥ଵ,ଶ =  2 

𝑎 ≠ −
5

2
  ∧   𝑎 ≠ −

3

2
 ∧   𝑎 ≠ −2 Equazione Completa con  ∆ > 0 

Due soluzioni reali e distinte 

𝑥ଵ = −𝑎 −
ଵ

ଶ
   ∧   𝑥ଶ = 2 

𝑎 = −
3

2
 Equazione Completa con  ∆ > 0 

È accettabile solo la seconda 
soluzione  𝑥ଶ = 2 

𝑎 = −2 Equazione Completa con  ∆ > 0 
È accettabile solo la prima 

soluzione  𝑥ଵ =
ଷ

ଶ
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Esercizio 270.432  
6𝑎ଶ

𝑥ଶ − 𝑎ଶ
+

6𝑎ଶ

𝑥ଶ − 𝑥 + 𝑎𝑥 − 𝑎
=

(3𝑎 − 1)𝑥

𝑥ଶ − 𝑥 − 𝑎𝑥 + 𝑎
                                𝐶. 𝐸. ∶   𝑥 ≠ +𝑎   ∧   𝑥 ≠ −𝑎   ∧     𝑥 ≠ 1    

Soluzione 

6𝑎ଶ

(𝑥 + 𝑎)(𝑥 − 𝑎)
+

6𝑎ଶ

(𝑥 − 1)(𝑥 + 𝑎)
=

(3𝑎 − 1)𝑥

(𝑥 − 1)(𝑥 − 𝑎)
  ;                                𝑚. 𝑐. 𝑚. = (𝑥 + 𝑎)(𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 1)  

6𝑎ଶ(𝑥 − 1) + 6𝑎ଶ(𝑥 − 𝑎) = (𝑥 + 𝑎)(3𝑎𝑥 − 𝑥)  ; 

6𝑎ଶ𝑥 − 6𝑎ଶ + 6𝑎ଶ𝑥 − 6𝑎ଷ = 3𝑎𝑥ଶ − 𝑥ଶ + 3𝑎ଶ𝑥 − 𝑎𝑥 ;  

 6𝑎ଶ𝑥 − 6𝑎ଶ + 6𝑎ଶ𝑥 − 6𝑎ଷ − 3𝑎𝑥ଶ + 𝑥ଶ − 3𝑎ଶ𝑥 + 𝑎𝑥 = 0 ; 

(1 − 3𝑎)𝑥ଶ + (6𝑎ଶ + 6𝑎ଶ − 3𝑎ଶ + 𝑎)𝑥 − 6𝑎ଶ − 6𝑎ଷ = 0 ; 

(1 − 3𝑎)𝑥ଶ + (9𝑎ଶ + 𝑎)𝑥 − 6𝑎ଶ − 6𝑎ଷ = 0 ;                      𝐴 = 1 − 3𝑎 ;      𝐵 = 9𝑎ଶ + 𝑎 ;      𝐶 = −6𝑎ଶ − 6𝑎ଷ 

Se  𝑎 =
ଵ

ଷ
  l’equazione è di I grado.  La soluzione è:   9 ቀ

ଵ

ଷ
ቁ

ଶ
+

ଵ

ଷ
൨ 𝑥 − 6 ቀ

ଵ

ଷ
ቁ

ଶ
− 6 ቀ

ଵ

ଷ
ቁ

ଷ
= 0 ;  

ቂ1 +
ଵ

ଷ
ቃ 𝑥 −

ଶ

ଷ
−

ଶ

ଽ
= 0 ;        

ସ

ଷ
𝑥 −

ଶ

ଷ
−

ଶ

ଽ
= 0 ;           12𝑥 − 6 − 2 = 0 ;           12𝑥 = 8 ;            𝑥 =

ଶ

ଷ
 . 

∆  =   𝐵ଶ − 4 ∙ 𝐴 ∙ 𝐶  =   (9𝑎ଶ + 𝑎)ଶ − 4(1 − 3𝑎)(−6𝑎ଶ − 6𝑎ଷ)   =   

= 81𝑎ସ + 𝑎ଶ + 18𝑎ଷ − 4(−6𝑎ଶ − 6𝑎ଷ + 18𝑎ଷ + 18𝑎ସ)   = 

= 81𝑎ସ + 𝑎ଶ + 18𝑎ଷ + 24𝑎ଶ + 24𝑎ଷ − 72𝑎ଷ − 72𝑎ସ   = 

= 9𝑎ସ − 30𝑎ଷ + 25𝑎ଶ      =    𝑎ଶ(9𝑎ଶ − 30𝑎 + 25)    =     𝑎ଶ(3𝑎 − 5)ଶ  . 

∆ < 0 ;       𝑎ଶ(3𝑎 − 5)ଶ < 0       ∄ 𝑎 ∈ 𝑅 . 

∆= 0 ;       𝑎ଶ(3𝑎 − 5)ଶ = 0 ;    
𝑎 = 0

𝑎 =
ହ

ଷ

            

𝑆𝑒  𝑎 = 0          ⇒              𝑥ଵ,ଶ =  
−𝐵 ∓ √∆

2 ∙ 𝐴
=  

−9𝑎ଶ − 𝑎

2 ∙ (1 − 3𝑎)
=  

0

2
= 0           𝑉𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒 𝑛𝑜𝑛 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑡𝑡𝑎𝑏𝑖𝑙𝑒,    

𝑝𝑒𝑟𝑐ℎè  (𝑝𝑒𝑟 𝑙𝑒 𝐶. 𝐸. ) 𝑑𝑒𝑣𝑒 𝑒𝑠𝑠𝑒𝑟𝑒  𝑥 ≠ 𝑎   (𝑚𝑎 𝑎 = 0)  𝑐𝑖𝑜è  𝑥 ≠ 0  . 

𝑆𝑒  𝑎 =
5

3
    ⇒    𝑥ଵ,ଶ =  

−𝐵 ∓ √∆

2 ∙ 𝐴
=

−9𝑎ଶ − 𝑎

2 ∙ (1 − 3𝑎)
=  

−9 ቀ
5
3ቁ

ଶ

−
5
3

2 ∙ ቀ1 − 3 ∙
5
3ቁ

=  
−25 −

5
3

2 ∙ (1 − 5)
 =  

−75 − 5
3

−8
=

80

3
∙

1

8
=

10

3
 

∆> 0 ;       𝑎ଶ(3𝑎 − 5)ଶ > 0 ;         𝑎 ≠ 0  ∧   𝑎 ≠
5

3
          ⇒          𝑥ଵ,ଶ =  

−𝐵 ∓ √∆

2 ∙ 𝐴
=  

−9𝑎ଶ − 𝑎 ∓ ඥ𝑎ଶ(3𝑎 − 5)ଶ

2 ∙ (1 − 3𝑎)
= 

=  
−9𝑎ଶ − 𝑎 ∓ 𝑎(3𝑎 − 5)

2 ∙ (1 − 3𝑎)
  =  

𝑥ଵ =
−9𝑎ଶ − 𝑎 − 3𝑎ଶ + 5𝑎

2 ∙ (1 − 3𝑎)
=

4𝑎 − 12𝑎ଶ

2 ∙ (1 − 3𝑎)
=

4𝑎(1 − 3𝑎)

2 ∙ (1 − 3𝑎)
 =  2𝑎

𝑥ଶ =
−9𝑎ଶ − 𝑎 + 3𝑎ଶ − 5𝑎

2 ∙ (1 − 3𝑎)
=

−6𝑎 − 6𝑎ଶ

2 ∙ (1 − 3𝑎)
=

−6𝑎(1 + 𝑎)

2 ∙ (1 − 3𝑎)
 =  

3𝑎 + 3𝑎ଶ

3𝑎 − 1

 

 

Tali soluzioni sono accettabili se verificano le condizioni di accettabilità   𝑥 ≠ +𝑎   ∧   𝑥 ≠ −𝑎   ∧     𝑥 ≠ 1 

𝑥ଵ ≠ +𝑎 ;                     2𝑎 ≠ +𝑎 ;           𝑎 ≠ 0  . 

𝑥ଵ ≠ −𝑎 ;                     2𝑎 ≠ −𝑎 ;          3𝑎 ≠ 0 ;      𝑎 ≠ 0  . 

𝑥ଵ ≠ 1 ;                        2𝑎 ≠ 1 ;              𝑎 ≠
ଵ

ଶ
  .  

𝑥ଶ ≠ +𝑎 ;       
3𝑎 + 3𝑎ଶ

3𝑎 − 1
≠ +𝑎 ;        3𝑎 + 3𝑎ଶ ≠ 3𝑎ଶ − 𝑎 ;       4𝑎 ≠ 0 ;                 𝑎 ≠ 0  . 

𝑥ଶ ≠ −𝑎 ;       
3𝑎 + 3𝑎ଶ

3𝑎 − 1
≠ −𝑎 ;        3𝑎 + 3𝑎ଶ ≠ −3𝑎ଶ + 𝑎 ;    6𝑎ଶ + 2𝑎 ≠ 0 ;    2𝑎(3𝑎 + 1) ≠ 0 ;     

𝑎 ≠ 0   

𝑎 ≠ −
1

3

  . 

𝑥ଶ ≠ 1 ;          
3𝑎 + 3𝑎ଶ

3𝑎 − 1
≠ 1 ;            3𝑎 + 3𝑎ଶ ≠ 3𝑎 − 1 ;         3𝑎ଶ ≠ −1 ;            ∀ 𝑎 ∈ 𝑅 . 
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𝑆𝑒 𝑎 = +
1

2
     

𝑥ଵ = 2 ∙
1

2
= 1         𝑛𝑜𝑛 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑡𝑡𝑎𝑏𝑖𝑙𝑒                         

𝑥ଶ =
3 ∙

1
2

+ 3 ቀ
1
2ቁ

ଶ

3 ∙
1
2 − 1

=

3
2 +

3
4

3
2 − 1

=

6 + 3
4

3 − 2
2

=
9

4
∙

2

1
=

9

2
  𝑎𝑐𝑐𝑒𝑡𝑡𝑎𝑏𝑖𝑙𝑒 .

 

𝑆𝑒 𝑎 = −
1

3
     

𝑥ଵ = 2 ∙ ൬−
1

3
൰ = −

2

3
         𝑎𝑐𝑐𝑒𝑡𝑡𝑎𝑏𝑖𝑙𝑒                                                                                           

𝑥ଶ =
3 ∙ ቀ−

1
3ቁ + 3 ቀ−

1
3ቁ

ଶ

3 ∙ ቀ−
1
3ቁ − 1

=
−1 +

1
3

−1 − 1
=

−
2
3

−2
=

2

3
∙

1

2
=

1

3
   𝑛𝑜𝑛 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑡𝑡𝑎𝑏𝑖𝑙𝑒 𝑝𝑒𝑟𝑐ℎè  𝑥 ≠ −𝑎;  𝑥 ≠

1

3
 .

 

 

PPaarraammeettrroo  TTiippoo  ddii  EEqquuaazziioonnee  SSoolluuzziioonnii  

∄ 𝑎 ∈ 𝑅 Perde significato - 

𝑎 =
1

3
 Equazione di I° grado 𝑥 =

2

3
 

∄ 𝑎 ∈ 𝑅 Equazione Completa con  ∆ < 0 - 

𝑎 = 0 
Equazione Completa con  ∆ = 0 

𝑁𝑒𝑠𝑠𝑢𝑛𝑎 𝑠𝑜𝑙𝑢𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒 𝑟𝑒𝑎𝑙𝑒 
𝐸𝑞𝑢𝑎𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒 𝑖𝑚𝑝𝑜𝑠𝑠𝑖𝑏𝑖𝑙𝑒 

𝑎 =
5

3
 𝑥ଵ,ଶ =  

10

3
 

 𝑎 ≠ 0  ∧   𝑎 ≠
5

3
   ∧   𝑎 ≠

1

2
 ∧   𝑎 ≠ ±

1

3
 Equazione Completa con  ∆ > 0 

Due soluzioni reali e distinte  

𝑥ଵ = 2𝑎    ∧     𝑥ଶ =
3𝑎 + 3𝑎ଶ

3𝑎 − 1
 

𝑎 = +
1

2
 Equazione Completa con  ∆ > 0 

È accettabile solo la seconda 

soluzione  𝑥ଶ =
ଽ

ଶ
 

𝑎 = −
1

3
 Equazione Completa con  ∆ > 0 

È accettabile solo la prima soluzione  

𝑥ଵ = −
ଶ

ଷ
 

 

 

 

  



Matematica                                                                 www.mimmocorrado.it      6 

Esempio 1 

𝑥ଶ − 𝑥(𝑏 − 𝑎)

𝑥 − 𝑏
+

𝑎𝑏

𝑏 − 𝑥
= 0 

 
L’equazione si può scrivere:  

𝑥ଶ − 𝑥(𝑏 − 𝑎)

𝑥 − 𝑏
−

𝑎𝑏

𝑥 − 𝑏
= 0 

Condizione di accettabilità:   𝑥 ≠ 𝑏  .   

Moltiplicando per il  𝑚. 𝑐. 𝑚. = 𝑥 − 𝑏 ≠ 0        si ha:         

 𝑥ଶ − (𝑏 − 𝑎)𝑥 − 𝑎𝑏 = 0   ;   1A    abB    abC   

Essendo 1A  l’equazione non è mai di I° grado. 

∆ = (𝑏 − 𝑎)ଶ + 4𝑎𝑏 = 𝑏ଶ + 𝑎ଶ − 2𝑎𝑏 + 4𝑎𝑏 = 𝑏ଶ + 𝑎ଶ + 2𝑎𝑏 = (𝑏 + 𝑎)ଶ 

∆ > 0   per   𝑏 + 𝑎 ≠ 0   cioè  𝑎 ≠ −𝑏 

  𝑥ଵ,ଶ =
ି∓√∆

ଶ
=

ି∓ඥ(𝑏+𝑎)2

ଶ∙ଵ
=

ି∓(𝑏+𝑎)

ଶ
=

 𝑥ଵ =
ିିି

ଶ
= −−𝑎𝑎              

𝑥ଶ =
ିାା

ଶ
= 𝑏𝑏          

 

𝑥ଵ = −𝑎   è accettabile se essa è diversa da b, cioè se  𝑎 ≠ −𝑏 

𝑥ଶ = 𝑏   non è accettabile perché non verifica la condizione di accettabilità discussa all’inizio. 

∆ = 0   per   𝑎 = −𝑏   ⇒   𝑥ଵ,ଶ =
ି∓√∆

ଶ
=

ା∓√

ଶ∙ଵ
=

ଶ

ଶ
= 𝑏     

non è accettabile perché non soddisfa la 
condizione di accettabilità discussa all’inizio. 

Riepilogando: 

Valore del parametro Tipo di equazione Soluzioni 

ba   Equazione impossibile  
ba   Equazione completa con 0  ax 1     
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Esempio 2 

𝑥ଶ

𝑎ଶ
= 𝑥ଶ −

2𝑥

𝑎ଶ
 

 
Condizione di esistenza:   𝑎 ≠ 0 . Per 𝑎 = 0  l’equazione perde significato 

Condizione di accettabilità:   ∀𝑥 ∈ 𝑅 

Riduzione a forma normale:  
moltiplicando per:   𝑎 ≠ 0   si ha:   𝑥ଶ = 𝑎ଶ𝑥ଶ − 2𝑥 ;      (1 − 𝑎ଶ)𝑥ଶ + 2𝑥 = 0       

Discussione:     
Per   1 − 𝑎ଶ = 0   cioè:  𝑎 = −1  oppure  𝑎 = 1   si ha:  2𝑥 = 0 ;  𝑥 = 00 . 

Per  1 − 𝑎ଶ ≠ 0   si ha:    𝑥 ∙ [(1 − 𝑎ଶ)𝑥 + 2] = 0 ;     
𝑥 = 00     

𝑥 =
ଶଶ

మమ ିିଵଵ

 

∆= 4 > 0   ∀ 𝑎 ∈ 𝑅 
Riepilogando: 

Valore del parametro Tipo di Equazione Soluzioni 

𝑎 = 0 Equazione che perde significato  

𝑎 = −1     oppure    𝑎 = 1 Equazione di I° grado determinata 𝑥 = 0 

𝑎 ≠ 0    e    𝑎 ≠ −1    e     𝑎 ≠ 1 Equazione determinata con ∆> 0    𝑥ଵ = 0     e     𝑥ଶ =
ଶ

మିଵ
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Esempio 3 

𝑥 − 𝑎ଶ

𝑥 − 𝑏ଶ
𝑥 =

𝑥ଶ

𝑎ଶ
∙

𝑏ଶ

𝑥
 

 
Condizione di esistenza:   𝑎 ≠ 0 . Per 𝑎 = 0  l’equazione perde significato 

Condizione di accettabilità:    𝑥 ≠ 0    e   𝑥 ≠ 𝑏ଶ . 

𝑥ଶ − 𝑎ଶ𝑥

𝑥 − 𝑏ଶ
=

𝑏ଶ𝑥ଶ

𝑎ଶ𝑥
 

𝑥ଶ − 𝑎ଶ𝑥

𝑥 − 𝑏ଶ
=

𝑏ଶ𝑥

𝑎ଶ
 

Riduzione a forma normale:  

moltiplicando per:  𝑎ଶ(𝑥 − 𝑏ଶ) ≠ 0     si ha:    𝑎ଶ(𝑥ଶ − 𝑎ଶ𝑥) = 𝑏ଶ𝑥(𝑥 − 𝑏ଶ) ;      

𝑎ଶ𝑥ଶ − 𝑎ସ𝑥 = 𝑏ଶ𝑥ଶ − 𝑏ସ𝑥 ;     𝑎ଶ𝑥ଶ − 𝑎ସ𝑥 − 𝑏ଶ𝑥ଶ + 𝑏ସ𝑥 = 0 ;     (𝑎ଶ − 𝑏ଶ)𝑥ଶ − (𝑎ସ − 𝑏ସ)𝑥 = 0 ;      

 𝑥 ∙ [(𝑎ଶ − 𝑏ଶ)𝑥 − (𝑎ସ − 𝑏ସ)] = 0         
𝑥 = 0                                        

(𝑎ଶ − 𝑏ଶ)𝑥 − (𝑎ସ − 𝑏ସ) = 0
             

Discussione: 

Per la condizione di accettabilità posta all’inizio, la soluzione 𝑥 = 0   non è accettabile. 

Nella seconda equazione:    (𝑎ଶ − 𝑏ଶ)𝑥 − (𝑎ସ − 𝑏ସ) = 0;   

Se  𝑎ଶ − 𝑏ଶ = 0 ;   cioè se:   Se  𝑎 = ∓𝑏     ⇒     0 ∙ 𝑥 = 0   equazione indeterminata. 

Se  𝑎ଶ − 𝑏ଶ ≠ 0 ;   cioè se:   Se  𝑎 ≠ ∓𝑏     ⇒     𝑥 =
రିర

మିమ
=

൫మାమ൯൫మିమ൯

మିమ
= 𝑎𝑎ଶଶ ++ 𝑏𝑏ଶଶ 

Tale soluzione è accettabile se:    𝑎ଶ + 𝑏ଶ ≠ 0     e      𝑎ଶ + 𝑏ଶ ≠ 𝑏ଶ  

𝑎ଶ + 𝑏ଶ ≠ 0   𝑠𝑒𝑚𝑝𝑟𝑒;     𝑝𝑒𝑟𝑐ℎè, 𝑝𝑒𝑟 𝑙𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑑𝑖𝑧𝑖𝑜𝑛𝑒 𝑑𝑖 𝑒𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑛𝑧𝑎, 𝑎 ≠ 0  𝑒 𝑞𝑢𝑖𝑛𝑑𝑖 𝑎𝑛𝑐ℎ𝑒 𝑎ଶ + 𝑏ଶ ≠ 0 .  
𝑎ଶ + 𝑏ଶ ≠ 𝑏ଶ;         𝑎ଶ ≠ 0 ;         𝑎 ≠ 0      
Riepilogando: 

Valore del parametro Tipo di Equazione Soluzioni 

𝑎 = 0 Equazione che perde significato  

𝑎 ≠ 0    ∧   𝑎 = ∓𝑏      Equazione indeterminata  

𝑎 ≠ 0    ∧    𝑎 ≠ ∓𝑏  Equazione determinata 𝑥 = 𝑎ଶ + 𝑏ଶ 
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Esempio 4 
1

𝑥 + 1
+

1

𝑥
=

1

𝑘
+

1

𝑘 + 1
 

 
Condizione di esistenza:   𝑘 ≠ 0    e  𝑘 ≠ −1 .  Per 𝑘 = 0    e  𝑘 = −1  l’equazione perde significato. 

Condizione di accettabilità:   𝑥 ≠ 0    e  𝑥 ≠ −1 .   

Riduzione a forma normale:  
moltiplicando per:   𝑘𝑥(𝑥 + 1)(𝑘 + 1) ≠ 0   si ha:   

𝑘𝑥(𝑘 + 1) + 𝑘(𝑘 + 1)(𝑥 + 1) = 𝑥(𝑘 + 1)(𝑥 + 1) + 𝑘𝑥(𝑥 + 1) ; 

𝑘ଶ𝑥 + 𝑘𝑥 + 𝑘ଶ𝑥 + 𝑘𝑥 + 𝑘ଶ + 𝑘 = 𝑘𝑥ଶ + 𝑘𝑥 + 𝑥ଶ + 𝑥 + 𝑘𝑥ଶ + 𝑘𝑥 ; 

𝑘ଶ𝑥+𝑘ଶ𝑥 + 𝑘ଶ + 𝑘 − 𝑘𝑥ଶ − 𝑥ଶ − 𝑥 − 𝑘𝑥ଶ = 0 ;      2𝑘ଶ𝑥 + 𝑘ଶ + 𝑘 − 2𝑘𝑥ଶ − 𝑥ଶ − 𝑥 = 0 

−(2𝑘 + 1)𝑥ଶ + (2𝑘ଶ − 1)𝑥 + 𝑘ଶ + 𝑘 = 0 ; 

 (2𝑘 + 1)𝑥ଶ − (2𝑘ଶ − 1)𝑥 − (𝑘ଶ + 𝑘) = 0    𝐴 = 2𝑘 + 1      𝐵 = −(2𝑘ଶ − 1)      𝐶 = −(𝑘ଶ + 𝑘) 

𝐴 = 0 (equazione di I° grado)   per  𝑘 = −
ଵ

ଶ
 ⇒   − ቀ

ଵ

ଶ
− 1ቁ 𝑥 − ቀ

ଵ

ସ
−

ଵ

ଶ
ቁ = 0 ;     ଵ

ଶ
𝑥 +

ଵ

ସ
= 0 ;     𝑥 = −

ଵଵ

ଶଶ
 

∆= (2𝑘ଶ − 1)ଶ + 4(2𝑘 + 1)(𝑘ଶ + 𝑘) = (2𝑘ଶ + 2𝑘 + 1)ଶ 
∆> 0   per    2𝑘ଶ + 2𝑘 + 1 ≠ 0 ;   ma essa è sempre diversa da zero poiché non si annulla mai. 

Pertanto sotto le condizioni di esistenza,  𝑘 ≠ 0   e   𝑘 ≠ −1 , si ottengono le soluzioni: 

 𝑥ଵ,ଶ =
−𝑏 ∓ √∆

2𝑎
=

2𝑘ଶ − 1 ∓ ඥ(2𝑘ଶ + 2𝑘 + 1)ଶ

2 ∙ (2𝑘 + 1)
=

2𝑘ଶ − 1 ∓ (2𝑘ଶ + 2𝑘 + 1)

2 ∙ (2𝑘 + 1)
= 

=

   𝑥ଵ =
2𝑘ଶ − 1 − 2𝑘ଶ − 2𝑘 − 1

2 ∙ (2𝑘 + 1)
=

−2 − 2𝑘

2 ∙ (2𝑘 + 1)
= −−

11 ++ 𝑘𝑘

22𝑘𝑘 ++ 11
                                  

   𝑥ଶ =
2𝑘ଶ − 1 + 2𝑘ଶ + 2𝑘 + 1

2 ∙ (2𝑘 + 1)
=

4𝑘ଶ + 2𝑘

2 ∙ (2𝑘 + 1)
=

2𝑘(2𝑘 + 1)

2 ∙ (2𝑘 + 1)
= 𝑘𝑘      

 

Tali soluzioni sono accettabili se verificano le condizioni di accettabilità:   𝑥 ≠ 0    e  𝑥 ≠ −1 . Cioè: 

−
1 + 𝑘

2𝑘 + 1
≠ 0 ;                   1 + 𝑘 ≠ 0 ;                           𝑘 ≠ −1   𝑘 ≠ −1 

−
1 + 𝑘

2𝑘 + 1
≠ −1 ;                1 + 𝑘 ≠ 2𝑘 + 1 ;                𝑘 ≠ 0   𝑘 ≠ 0 

Ma tali valori sono già stati esclusi in precedenza nella condizione di esistenza, pertanto l’equazione risulta 
sempre determinata nel dominio delle incognite (𝑥 ≠ 0    e  𝑥 ≠ −1) .   

∆= 0   per nessun valore di k 

∆< 0   per nessun valore di k 

Riepilogando: 

Valore del parametro Tipo di equazione Soluzioni 

𝑘 = 0    ∨     𝑘 = −1   Equazione che perde significato  

𝑘 = −
ଵ

ଶ
  Equazione di I° grado  𝑥 = −

ଵ

ଶ
 

𝑘 ≠ 0    ∧     𝑘 ≠ −1    ∧     𝑘 ≠ −
ଵ

ଶ
 Equazione completa con 0     𝑥ଵ = −

ଵା

ଶାଵ
     e     𝑥ଶ = 𝑘 
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Esercizio 414.75 

𝑦 + 𝑎

𝑦 − 𝑎
+

2(𝑦 − 𝑎)

𝑦 + 𝑎
=

3𝑎ଶ + 10𝑎𝑦

𝑦ଶ − 𝑎ଶ
 

 
Condizione di accettabilità:   𝑦 ≠ −𝑎    e  𝑦 ≠ 𝑎 .   

Moltiplicando per il   𝑚. 𝑐. 𝑚. = 𝑦ଶ − 𝑎ଶ ≠ 0     si ha: 

(𝑦 + 𝑎)ଶ + 2(𝑦 − 𝑎)ଶ = 3𝑎ଶ + 10𝑎𝑦  ; 

𝑦ଶ + 𝑎ଶ + 2𝑎𝑦 + 2(𝑦ଶ + 𝑎ଶ − 2𝑎𝑦) − 3𝑎ଶ − 10𝑎𝑦 = 0  ; 

𝑦ଶ + 𝑎ଶ + 2𝑎𝑦 + 2𝑦ଶ + 2𝑎ଶ − 4𝑎𝑦 − 3𝑎ଶ − 10𝑎𝑦 = 0  ; 

3𝑦ଶ − 12𝑎𝑦 = 0  ; 

3𝑦(𝑦 − 4𝑎) = 0  ;     ⇒ 
𝑦 = 00  
𝑦 = 44𝑎𝑎

 

La soluzione   𝑦 = 0    è accettabile se:   0 ≠ −𝑎    e   0 ≠ 𝑎    cioè se    𝑎 ≠ 0    

La soluzione   𝑦 = 4𝑎    è accettabile se:   4𝑎 ≠ −𝑎    e   4𝑎 ≠ 𝑎    cioè se    𝑎 ≠ 0 

Valore del parametro Tipo di Equazione Soluzioni 

𝑎 = 0 Equazione impossibile  

𝑎 ≠ 0 Equazione spuria 𝑦ଵ = 0    ∧    𝑦ଶ = 4𝑎 

 
 
 
Esercizio 414.76 

𝑎𝑥

𝑥 − 2
+

3𝑎

𝑥 + 1
=

15𝑎

4
 

 
Condizione di accettabilità:   𝑥 ≠ 2    e  𝑥 ≠ −1 .   

Moltiplicando per il  𝑚. 𝑐. 𝑚. = 4(𝑥 − 2)(𝑥 + 1) ≠ 0    si ottiene: 

4𝑎𝑥(𝑥 + 1) + 12𝑎(𝑥 − 2) = 15𝑎(𝑥 − 2)(𝑥 + 1) 

4𝑎𝑥ଶ + 4𝑎𝑥 + 12𝑎𝑥 − 24𝑎 = 15𝑎(𝑥ଶ − 𝑥 − 2) 

4𝑎𝑥ଶ + 4𝑎𝑥 + 12𝑎𝑥 − 24𝑎 − 15𝑎𝑥ଶ + 15𝑎𝑥 + 30𝑎 = 0 

−11𝑎𝑥ଶ + 31𝑎𝑥 + 6𝑎 = 0 

 11𝑎𝑥ଶ − 31𝑎𝑥 − 6𝑎 = 0  

Se  𝑎 = 0   ⇒     0𝑥 = 0     equazione è indeterminata. 

Se  𝑎 ≠ 0   dividendo per a si ottiene: 

11𝑥ଶ − 31𝑥 − 6 = 0 

  𝑥ଵ,ଶ =
ି∓√∆

ଶ
=

ଷଵ∓√ଽଵାଶସ

ଶ∙ଵଵ
=

ଷଵ∓√ଵଶଶହ

ଶଶ
=

ଷଵ∓ଷହ

ଶଶ
=

 𝑥ଵ =
ଷଵିଷହ

ଶଶ
=

ିସ

ଶଶ
= −−

ଶଶ

ଵଵଵଵ
    𝑎𝑐𝑐𝑒𝑡𝑡𝑎𝑏𝑖𝑙𝑒          

𝑥ଶ =
ଷଵ

ଶଶ
=



ଶଶ
= 33       𝑎𝑐𝑐𝑒𝑡𝑡𝑎𝑏𝑖𝑙𝑒     

 

Valore del parametro Tipo di Equazione Soluzioni 
0a  Equazione indeterminata  

0a  Equazione Completa con 0  
11

2
1 x    ∧   32 x  
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Esercizio 414.77 
𝑥 − 𝑎

𝑎𝑥
−

1

𝑥 − 1
= 𝑎 

 
Condizione di esistenza:   𝑎 ≠ 0 .  Per 𝑎 = 0  l’equazione perde significato. 

Condizione di accettabilità:   𝑥 ≠ 0    e  𝑥 ≠ 1 .   

Moltiplicando per il  𝑚. 𝑐. 𝑚. = 𝑎𝑥(𝑥 − 1) ≠ 0    si ottiene: 

(𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 1) − 𝑎𝑥 = 𝑎ଶ𝑥(𝑥 − 1) 

𝑥ଶ − 𝑥 − 𝑎𝑥 + 𝑎 − 𝑎𝑥 − 𝑎ଶ𝑥ଶ + 𝑎ଶ𝑥 = 0 

 (1 − 𝑎ଶ)𝑥ଶ + (𝑎ଶ − 2𝑎 − 1)𝑥 + 𝑎 = 0  

0A    Equazione di I°:   01 2  a ;   
1

1




a

a    ⇒    
 
  01121

01121




x

x
       

012

012




x

x      

2

1
2
1





x

x
 

∆ = (𝑎ଶ − 2𝑎 − 1)ଶ − 4𝑎(1 − 𝑎ଶ) = 𝑎ସ + 4𝑎ଶ + 1 − 4𝑎ଷ − 2𝑎ଶ + 4𝑎 − 4𝑎 + 4𝑎ଷ = 

   = 𝑎ସ + 2𝑎ଶ + 1 = (𝑎ଶ + 1)ଶ     

Il discriminante  ∆ > 0   ∀𝑎 𝜖 𝑅. 

𝑥ଵ,ଶ =
−𝑏 ∓ √∆

2𝑎
=

−𝑎2 + 2𝑎 + 1 ∓ ඥ(𝑎2 + 1)2

2 ∙ (1 − 𝑎2)
=

−𝑎2 + 2𝑎 + 1 ∓ (𝑎2 + 1)

2 ∙ (1 − 𝑎2)
= 

 𝑥ଵ =
−𝑎2 + 2𝑎 + 1 − 𝑎2 − 1

2 ∙ (1 − 𝑎2)
=

−2𝑎2 + 2𝑎

2 ∙ (1 − 𝑎2)
==

𝑎(1 − 𝑎)

(1 − 𝑎)(1 + 𝑎)
==

𝑎𝑎

11 ++ 𝑎𝑎
              

𝑥ଶ =
−𝑎2 + 2𝑎 + 1 + 𝑎2 + 1

2 ∙ (1 − 𝑎2)
=

2 + 2𝑎

2 ∙ (1 − 𝑎2)
==

1 + 𝑎

(1 − 𝑎)(1 + 𝑎)
==

11

11 −− 𝑎𝑎
        

 

La soluzione   𝑥 =


ଵା
    è accettabile se:   

ଵା
≠ 0    cioè  se    𝑎 ≠ 0 .   

La soluzione   𝑥 =


ଵା
    è accettabile se:   

ଵା
≠ 1 ;    𝑎 ≠ 1 + 𝑎  ;       vera    ∀ 𝑎 ∈ 𝑅  . 

La soluzione   𝑥 =
ଵ

ଵି
    è accettabile se:   ଵ

ଵି
≠ 0 ;    1 ≠ 0 ;       vera    ∀ 𝑎 ∈ 𝑅  .   

La soluzione   𝑥 =
ଵ

ଵି
    è accettabile se:   ଵ

ଵି
≠ 1 ;   1 ≠ 1 − 𝑎  ;   cioè se    𝑎 ≠ 0  .   

Riepilogando: 

Valore del parametro Tipo di Equazione Soluzioni 

𝑎 = 0 Equazione che perde significato  

𝑎 = ±1 Equazione di I° grado 
2

1
x  

     𝑎 ≠ 0     ∧      𝑎 ≠ ∓1 Equazione Completa con 0  a
ax



11    ∧   

a
x




1
1

2  

 
 


